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OPERACIJAS AR GRAFIEM

Tapat ka kopu teorija, a1 grafu teorija biezi rodas
nepieciesamiba veldot jaunus grafus no jau uzdotiem.

Apskatisim dazas operacijas ar grafiem:

1) Papildingsana: s1operacijajau tika definéta,

2) Apvienosana: jadoti 2 grafi G=(V,E) un G=(V',E'),
tad par to apvienojumu sauksim grafu GUG=(VUV',EUE’)
(piemeram, var redzet, ka katrs grafs ir ta komponensu
apvienojums),

3) Savienosana: jadoti 2 grafi G=(V,E) un G=(V',E'),
tad par to savienojumu sauksim grafu
G+G=( UV',EUEUE") kur

E=(V V)UV"V),

4) Virsotnes (virsotzu kopas) izdzesana: tiek izdzésta
virsotne (virsotnu kopa) un visas tal incidentas skautnes,
virsotnu kopas U izndzesanu grafa G=(V,E) apzimesim ar
G- U, tadgjadi G- U =(V\U,E\{(u,v),(v,u) |ul U}),

5) Skautnes (skautzu kopas) izdzesana: tiek izdzésta
Skautne vai skautnu kopa, Skautnu kopas S izdzesanu grafa
G=(V,E) apzimesmar G- S, tadgjadi G- S=(V,E\9),

6) Skautnes savilksana: virsotnes, kas incidentas ar doto
skautni, tiek savienotas viena, skautnes e savilksanu grafa G
apzimesimar G/ e,

7) Virsotnes pievienosana: tiek pievienota viena jauna
virsotne un skautnes, kas to savieno ar visam ieprieks
eksistejosam virsotnem,



© 2005, Peteris Daugulis 2

8) Skautnes pievienosana: tiek pievienota skautne, kas
savieno divas izvelctas virsotnes, kas ieprieks nav bijusas
savienotas, skautnes e pievienosanu grafa G apzimesim ar
G+e,

9) Induceéta apaksgrafa savilksana: dota apaksgrafa vieta
pievienojam jaunu virsotni, kas ir savienota ar tam virsotnem
(arpus) savilkta apaksgrafa virsotnem, ar kuram ir bijus
savienota vismaz viena no savilkta apaksgrafa virsotném.
Specialgadijums — divu virsotnu identifikacija.

Grafu 6 var savilkt uz grafu G, ja G var iegit no G veicot
vairakas skautnu savilksanas operacijas. Par grafa G minoru
sauc jebkuru grafu, ko var iegiit no G vairkakkart pielietojot
Skautnu izdzesanas un savilksanas operacijas.

Minésim vienu no svarigakiem neseniem grafu teorijas
rezultatiem.

TEOREMA (Seimors-Robertsons, 80.gadi) Jebkura bezgaliga
grafu kopa eksiste divi grafi, tadi, ka viens no tiem ir otra
grafa minors (saja bezgaligaja grafu kopa eksisté divi grafi
G un G tadi, ka vai nu grafs G ir izomorfs kadam grafa G
minoram, vai ari G ir izomorfs kadam grafa G minoram).

Minessm a1 veél vienu no muasdienu grafu teorijas
neatrisinatam problemam, kas ir saistita ar tikko definetgjam
operacijam.
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Uzdosim sadu jautajumu - vai grafa izmorfisma tipu var
notetkt (rekonstruct), ja ir zinams viss to grafu izomorfismu
tipu saraksts, kurus iegist, izmetot vienu virsotni (ja grafam ir
n virsotnes, tad iegist n grafus (katrs no tiem ar n-1 virsotni)?
Ir izteikta hipotéze (Rekonstrukcijas Hipotéeze), ka atbilde uz
SO jautajumu ir pozitiva.

GRAFU SAKARIGUMS

|IEVADS

Grafs ir sakarigs, jata jebkuras divas virsotnes var savienot ar
kedi.

Sakaribas komponentes ir maksimalie sakarigie apaksgrafi.

Virsotni sauksim par sarniru, ja tas izdzésana palielina grafa
komponensu skaitu.

Skautni sauksim par tiltu, ja tas izdzésana palielina
komponensu skaitu.

Skautnu kopas apakskopu sauksm par griezumu, ja tas
|zdz&sana palielina grafa komponensu skaitul.

Grafu sauksim par bloku, ja tas ir sakarigs grafs bez
sarniriem.
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Grafa inducgtu apaksgrafu sauksim par apaksbloku, ja tas ir
maksimals bloks (jebkurs apaksgrafs, kas to satur, nav bloks).

Grafa G apaksbloku grafs — grafs, kur virsotnes ir G bloki,
divas virsotnes ir savienotas ar skautni tad un tika tad, ja
attiecigie bloki ir savienoti ar sarniru. Grafa bloku grafs ir ta
grafiski iteretais invariants.

PIEMERS Zimgjuma 3.32 (a) ir paradits grafs ar diviem
sarntriem un vienu tiltu. Zimejuma 3.32 (b) ir paradits grafs ar
tris blokiem.

(@ (b)

Z1m.3.32. (a) - grafsar diviem sarniriem un vienu tiltu, (b) —
grafs ar diviem sarniriem, tris apaksblokiem un bez tiltiem.

TEOREMA 3.6 Jebkura grafa ir vismaz 2 virsotnes, kas nav
sarniri.

PIERADIJUMS Nevienas diametralas kedes gali nevar biit
sarniri. QED

TEOREMA 3.7 JaV ir grafa virsotpu skaits, E ir grafa
Skautnu skaits un E ir grafa komponensu skaits, tad ir speka
divkarsa nevienadiba
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voceEe BT (33)

PIERADIJUMS Pieradism, kaV - CL E.
| zmantosim matematisko indukciju pec virsotnu skaita.

Pienemsim, ka apgalvojums ir pieradits visem V<k.
Apskatism jebkuru grafu G ar virsotpu skaitu V=k.
Iznicinasim jebkuru virsotni v grafa G, kas nav sarnirs. Ja
d(v)=0, tad jaungja grafa G iegasm, ka V'=V-1,C'=C-
1,E”=E, un izpildas nevienadiba V - CE£ E | ja ta ir speka
grafam G. Ja d(v)>0, tad V"=V-1,C'=C,E’'=E-d(v), un ari
$gja gadijuma nevienadiba saglabajas.

-C)V-C+1
Tagad pieradisim, ka E£ v )(\2/ ) . Uzskatisim grafa

virsotnu un komponensu skaitu par fiksstu un apskatisim tikai
grafus, kuru visas komponentes ir pilni grafi, jo citiem
grafiem ar fiksétu virsotnu un komponensu skaitu skautnu
skaits ir vél mazaks. Ja mes pieradism apgalvojumu pilno
grafu apvienojumiem, tad tas bus pieradits visiem grafiem, jo
nevienadibas kreisa puse bus vel mazaka. Pieradism, ka
vidielakais skautnu skaits ir grafam, kas satur C-1 K, tipa
grafu un vienu K,_c. tipa grafu. Piepemsim, ka grafa ir divas
komponentes G@K,, un G @K, | 1<V, £V, *“Parnesot”

vienu virsotni no G uz G kopgjais skautnu skaits izmainisies
par lidlumu V,- (V;-1)=V,-V,+1>0, tatad vairakkartigi
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veicot sadas operacijas, més palielinasim skautnu skaitu,
pedeja solt iegusim grafu, kas satur vienu netrivialu pilnu

C-1

grafu un vairakas izolétas virsotnes. Grafam Kv-c+1UL_JlK1
(V-C)vV-C+l
2

Skautnu skaits ir vienads ar un lidz ar to

teoremair pieradita. Qep
Analizgjot pieradito nevienadibu, var iegit secinajumu, kas

raksturo saistita grafa virsotnu, Skautpu un komponensu
skaitu:

_ -2)V-1
SECINAJUMS 38, Ja E>U )2(\/ /

sakarigs.
PIERADIJUMS Pieradisim, ka funkcija

f(V,C) = V- C)(\;' C+]) =VZ+V(1- 2C)+C?- C

, tad grafs ir

ir dilstosa ka funkcija no C, ja virsotnu skaits V ir fiksets un
C>1. Pieradisim, kavisiem grafiem
f(vV,C)>f(V,C+1),
Tiesam,
f(v,C)- f(V,C+])=(2v-C)(C-1)>0
tapec, ka katra grafa komponente satur vismaz vienu virsotni

-2)V-1
un, tadgjadi 2V - C>0, Ja C>1 un g> )2(\/ ), tad
E>(\/-C)(\£-C+1)

, kasir pretruna ar teoremu. Qep
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Formulesm tris vienkarsas teoremas, kas raksturo sarniru,
tiltu un bloku 1pasibas.

TEOREMA 3.9. (teoréma par sarniriem) G=(V,E) - saitits
grafs, v- virsotne grafa G. Sekojosie apgalvojumi ir
ekvivalenti:

1) vir sarnirs;

2) eksisté divas virsotnes u un w, atskirigas no v, tadas,
kav pieder jebkural (u,w)-kedei;

3) eksiste kopas V{ v} sadalijums divas apakskopas U un
W, tads, ka jebkuram virsotnem ul U,wl W virsotne v
pieder jebkurai (u,w)-kedel.

PIERADIJUMS Teorémas pieradijums nav griits un tiek
atstats lasitaja zina. Qep

TEOREMA 3.10. (teorema par tiltiem) G=(V,E) - sakarigs
grafs. e - Skautne grafa G. Sekojosie apgalvojumi ir
ekvivalenti:

1) eir tilts;

2) e nepieder nekadam ciklam grafa G;

3) eksisté divas virsotnes u un w, tadas, ka e pieder
jebkural (u,w)-kedei;

4) eksiste kopas V sadalijums divas apakskopas U un W,
tads, ka jebkuram virsotnem U I U, w1 W gkautne e pieder
jebkurai (u,w)-kedel.

PIERADIJUMS Teorémas pieradijums nav griits un tiek
atstats lasitaja zina. Qep
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TEOREMA 3.11. (teoréma par blokiem) G=(V,E) -
sakarigs grafs ar vismaz 3 virsotnem. Sekojosie apgalvojumi
Ir ekvivalenti:

1) G ir bloks;

2) caur jebkuram divam virsotnem var novilkt ciklu;

3) caur jebkuru virsotni un jebkuru skautni var novilkt
ciklu;
PIERADIJUMS Teorémas pieradijums nav grits un tiek
atstats lasitaja zina. Qep

AUGSTAKU KARTU SAKAR/IGUMS

Apzimesm a K(G) mazako virsotnu skaits, kuru
Iznicinasana padara grafu par nesakarigu va trivialu (trivials
grafs — grafs, kas satur vienu virsotni), ar | (G - mazako
Skautnu skaitu, kuru iznicinasana padara grafu par nesakarigu
val trivialu.

Grafu G sauksim par k-sakarigu grafu, ja K (G2 k| citiem
vardiem sakot, k-sakarigu grafu nevar padartt par nesakarigu
val trivialu iznicinot mazak ka k virsotnes.

Grafa k-sakariga komponente — maksimals k-sakarigs
apaksgrafs.

Var redzét, ka nesakarigi grafi ir O-sakarigi. Ja grafs ir
sakarigs, tad K >0. Bloksir grafs, kuram K >1.
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Z1m.3.33. — 2-sakariga un 3-sakariga grafa piemecri.

TEOREMA 3.12. K(Q£1 (G £d(G)
PIERADIJUMS Patstavigs darbs |lasitajam. qep

Pienemsim, ka G - sakarigs grafs, u,v- divas nesavienotas
virsotnes. Divas (u,v)-kédes sauksim par virsotzu skirtam, ja
tam nav kopigu virsotnu, izpemot u,v.

Ja v ir virsotne un W ir virsotnu kopas apakskopa, tad visu
virsotnu skirtu ww)-kezu kopu sauksim par vedeki.

Ja ir dotas divas kopas U un V, tad par virsotnu skirtu (U,V)-
kedi sauksim virsotnu skirtu kedi, kural viens galapunkts ir
kopa U, bet otrs, kopa V.

Divas (u,v)-kédes sauksim par skautru skirtam, ja tam nav
kopigu skautnu.

PIEMERI
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Z1m. 3.34. — virsotnu skirtu k&zu piemers.

Virsotpu kopa S| V atdala virsotnes u,v, ja u un v pieder
dazadam grafa G- S komponentem, $aja gadijuma kopu S
sauksim par atdaloso kopu attieciba uz dotgam virsotnem u
unv jeb par (u,v) - atdaloso kopu.

TEOREMA 3.13. (Mengera teorema) Piepemsim, ka u un v
Ir nesavienotas virsotnes grafa. Minimalas (u,v) - atdalosas
kopas elementu skaits ir vienads ar maksimalu virsotnu skirto
(u,v)-kezu skaitu.

PIERADIJUMS Pienemsim, ka G - sakarigs grafs, u,v -
divas nesaistitas virsotnes. Pielietosm  pastiprinato
divparametru matematisko indukciju pec virsotnu un skautnu
Skaita.

Indukcijas baze ir apgalvojums grafam, kas satur 3 virsotnes
un 2 skautnes, $gja gadijuma teoréma acimredzami ir speka.

Pienemsim, ka teoréma ir speka visem grafiem, kuriem vai
nu virsotnu skaits ir mazaks ka V va ar1 skautnu skaits ir
mazaks ka E. Apskatisim grafu G, kuram ir V virsotnes un E
skautnes, pienemsim, ka minimalais elementu skaits (u,v) -
atdalosa kopa ir n: n=|S|.
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Ir iesp&jami 3 gadijumi, katru no kuriem apskatisim atseviski.

1) Kopa S ir virsotnes, kas nav savienotas ne ar u, ne ar v.
Grafs G- S sastav no 2 netrivialiem grafien G.G, katra no
kuriem ir vismaz divas virsotnes. Konstruesm 2 jaunus
grafus G. G, savelkot grafus G.G uz virsotnem u un v,
attiecigi. S ir minimala atdalosa kopa virsotneém u un v abos
grafos G.G. Ta ka grafi G.G ir netriviali, tad G,G ir
mazaks virsotnu skaits un, saskana ar indukcijas piepeémumu,
grafos G, G ir n virsotnu-skirtu kézu. Apvienojot §is kedes ar
kédém no S uz v un no U uz S, iegusim n virsotnu-skirtas
kédesgrafa G.

2) Visas virsotnes kopa S iIr savienotas ar u va ar v,
skaidribas del pienemsim, ka tas ir savienotas ar u, un eksiste
virsotne w kopa S, kas ir savienota art ar v. Apskatisim grafu
G=G- W, Sga grafa S{w} ir minimala (u,v) -atdalosa
kopa. Saskana ar indukcijas piepgmumu grafa G ir n-1
virsotnu-skirtas kédes. Apskatisim vel kedi (u,w,v), ta ir kede,
kurai nav kopigu virsotpu ar pargjam kedem. Kopsumma
iegiistam n virsotnu-skirtas kedes grafa G.

3) Visas virsothes kopa S ir savienotas ar u va ar v,
skaidribas del piepemsim, ka tas ir savienotas ar u, un
neeksisté virsotne kopa S, kas ir savienota armt ar V.
Apskatism visisako kedi, kas savieno u ar v: (u,sw,...,v),
sl S,w? v, Redzam, ka Wi S, jo pret&ja gadijuma kede
(uw,...,v) bitu vél 1saka. Apskatisim grafu G=G/(s,w), ko
iegast identificgjot virsotnes sw ar virsotni s. Grafa G kopa
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Sjoprojam ir minimala atdalosa kopa virsotnem u unv. Ta ka
grafa G ir par vismaz vienu skautni mazak, tad tgja ir n
virsotnu skirtas kedes. Kedem, kam nav kopigu virsotnu grafa
G, nav kopigu virsotnu a1 grafa G. Tatad grafa G ir n
virsotnu skirtas kedes. Qep

Analizejot Mengera teorému, iegiusim grafa augstaku kartu
sakariguma 1pasibu.

SECINAJUMS 3.14. Ja grafs ir k-sakarigs, tad jebkuram
divam virsotnem eksisté k virsotnu skirtas kedes.

Var pieradit art sadu Mengera teoremas visparinajumu.

TEOREMA 3.15. Jebkuram divam grafa virsotnu
apakskopam U un V minimalais virsotpu skaits (U,V) -
atdalosa kopa ir vienads ar maksimalu skaitu virsotnu skirtu

(U,V) -kezu.
PIERADIJUMS Patstavigs darbs |lasitajam. qep

SAKAR/GUMS ORIENTETOS GRAFOS
G=(V,E) - orientets grafs.

Virsotnes u un v sauksim par stingri sakarigam, ja eksiste
virzitas kedes, kas saista u un v (abos virzienos).
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u un v sauksim par vienpusigi sakarigam, ja eksiste virzita
keéde, kas saista u un v vismaz viena virziena.

Orientetu grafu sauksim par stingri sakarigu, ja jebkuras
divas virsotnes ir stingri sakarigas.

Z1m. 3.35. - stingri sakariga grafa piemers.

Orientetu grafu sauksim par vienpusigi sakarigu, ja jebkuras
divas virsotnesir vienpusigi sakarigas.

Zim. 3.36. - vienpusigi sakariga grafa piemers.

Orientétu grafu sauksim par vaji sakarigu (sakarigu), ja tam
atbilstosais neorientétais grafs ir sakarigs.

Par orienteta grafa stingri sakarigu komponenti sauc
maksimalu stingri sakarigu apaksgrafu. Orientetu grafu sauc
par reducejamu, ja tam ir vismaz divas stingri sakarigas
komponentes.
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Par orientsta grafa G=(V,E) kondensaciju (Herca grafu)
sauc grafu, H(G)=(H(V),H(E)) ko iegust, savelkot uz
vienu virsotni katru stingri sakarigo komponenti. Citiem
vardiem sakot, H(V) ir visu stingri sakarigo komponensu
kopa, eksisté skautne h® h, tad un tikai tad, ja eksiste
skautne no vismaz vienas virsotnes komponente, kas athilst

h, uz vismaz vienu virsotni komponente, kas atbilst h,.
Orienteta grafa kondensacijair ta grafiski iterétais invariants.

AN |
@

2 é On®
©

(@ (b)

C

Z1m. 3.37. - orienteta grafa (a) un ta kondensacijas (b)
piemgrs.

Orientets grafs ir vienpusigi sakarigs tad un tikai tad, ja ta
kondensacijas grafs ir orientéta kede.

Orienteto grafu sauksim par aciklisku orientétu grafu (AOG),
ja tga nav orientétu ciklu. Var redzet, ka jebkura orienteta
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grafa kondensacijas grafs ir AOG. Orientéta grafa virsotni
sauksim par avotu, ja tas pozitiva puspakape ir 0. Orienteta
grafa virsotni sauksim par noteku, ja tas negativa puspakape ir
0.

Teiksim, ka orienteta grafa virsotnes ir linearaja sakartojuma
(V1,5 Vo), ja izpildas $ads nosacijums,; ja eksiste skautne
Vi ® v;  tad i<j. AOG ir svariga orientétu grafu klase, kuras
elementi biezi tiek izmantoti modeleésana.

Par orientéta grafa G bazi sauksim minimalu virsotnu kopu
ar 1pasibu, ka jebkurai virsotnel v grafa eksiste bazes virsotne
b, no kuras ir virzita kede Iidz v. Orienteta grafa G=(V, E)
virsotnu kopas Vv apakskopu U sauksim par iekseji stabilu, ja
katrai virsotnei Ul U izpildas nosacijums G(u) 1U =/
virsotnu kopas V apakskopu W sauksim par aréji stabilu, ja
katrai  virsotnei Wl V\W  izpildis  nosacijums
Gw) IW?! &£ virsotnu kopas apakskopu sauksim par
kodolu, jata ir gan ieksgji, gan argji stabila

Grafu kodoli tiek péetiti spélu teorija sada iemeda del.
Modelesim speli ar orientstu grafu G=(V,E), kuram
virsotnes ir spéles stavokli un orientétas Skautnes norada
atlautos gajienus. Divi speletaji izdara gajienus pec Kartas:
pirmais speletajs izvelas virsotni Vo no kadas sakotngjo
stavoklu kopas, pec tam otrais izvélas virsotni Val &(Vp) un
ta talak. Ja kads no speletajiem ir spejigs izveleties virsotni,
kas ir kodola, tad Sim spéletajam ir uzvarosa va vismaz
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nezaudgjosa strat€gija, jo vina pretiniekam katra gajiena
obligati ir jaizvelas virsotne arpus kodola.



