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2.2. Paaugstinātas grūt̄ıbas un pētnieciska rakstura uzdevumi 28

Lekcijas mērķis:
• apgūt simetrisko polinomu teorijas pamatus.

Lekcijas kopsavilkums:
• var definēt ı̄paša veida vairāku argumentu polinomus, kas ne-

mainās, ja tajos tiek main̄ıti argumenti - simetriskos polinomus,
• var definēt vairākas simetrisko polinomu klases - elementāros

polinomus, pakāpju polinomus u.c.
• katru simetrisko polinomu var izteikt kā polinomu no elementā-

rajiem polinomiem.

Svar̄ıgākie jēdzieni: monotons terms.

Svar̄ıgākie fakti un metodes: permutācijas darb̄ıbas ı̄paš̄ıbas,
SP vecākā terma monotonitāte, SP izteikšana orb̄ıtu lineāras kom-
binācijas veidā, SP - apakšgredzens, SP pamatteorēma, elementa-
rizācijas algoritmi.
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1. Simetriskie polinomi

Šajā lekcijā apskat̄ısim polinomus virs lauka k. Teiksim, ka f ∈
k[X1, ..., Xn] satur termu aXµ, a 6= 0, ja f = aXµ + ....

1.1. Permutācijas un to darb̄ıba uz polinomiem

1.1.1. Pamatfakti par permutācijām

Par kopas A permutāciju sauc bijekt̄ıvu funkciju

σ : A → A.

Visu n elementu kopas {1, ..., n} permutāciju kopu apz̄ımē ar Σn.

1.1. piez̄ıme. |Σn| = n(n− 1)(n− 2)...2 · 1 = n!.

Permutācijas var uzdot šādos veidos:
• attēlu saraksts - σ Ã (σ(1), ..., σ(n));
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• horizontālais pieraksts - σ Ã
(

1 2 ... n
σ(1) σ(2) ... σ(n)

)

• funkcionālais grafs ar vienu vai diviem kopas eksemplāriem.

Katrā kopā A eksistē tikai viena universāli definēta permutācija -
vien̄ıbas permutācija id: id(x) = x.

Kopā Σn var definēt kompoz̄ıcijas operāciju. Ja ir dotas divas
permutācijas σ1 un σ2, tad to kompoz̄ıcija σ1σ2 ir definēta ar nosac̄ı-
jumu

(σ1σ2)(x) = σ1(σ2(x)),∀x.

∀ permutācijai σ ∃ inversā permutācija σ−1:

σσ−1 = σ−1σ = id .
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Permutāciju σ : A → A sauc par ciklisku attēlojumu vai ciklu, ja
• vai nu |A| ≥ 2 un A elementus var sakārtot virknē (a1,...,an) tā,

ka σ(ai) = ai+1 mod n,
• vai ar̄ı |A| = 1 (un kopas A vien̄ıgais elements a apmierina

vienād̄ıbu σ(a) = a).

1.1. teorēma. (permutācijas sadal̄ıjums ciklos) Katrai gal̄ıgas kopas
A permutācijai σ eksistē viennoz̄ımı̄gi noteikts A sadal̄ıjums apakško-
pās A1, ..., Am tāds, ka ∀ i σ sašaurinājums uz Ai ir cikls.

Var definēt permutācijas ciklisko pierakstu šādā veidā. Ja

A1 = {a11, ..., a1n1}, ..., Am = {am1, ..., amnm},

σ(a11) = a12, ..., σ(a1n1) = a11, ...

σ(am1) = am2, ..., σ(amnm) = am1,

tad σ = (a11a12...a1n1)...(am1am2...amnm
) (katrs cikls atdal̄ıts ar ie-

kavām). Ciklus ar garumu 1 (fiksētos punktus) cikliskajā pierakstā
neuzrāda.
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1.1. piemērs. Permutāciju
(

1 2 3 4 5 6
5 4 2 3 1 6

)
var sadal̄ıt divos

ciklos {1, 5} ∪ {2, 4, 3} un apz̄ımēt kā (15)(243).

1.1.2. Permutāciju darb̄ıba polinomu gredzenā

∀ σ ∈ Σn un ∀ aXµ = aXµ1
1 ...Xµn

n ∈ k[X1, ..., Xn] definēsim termu
σ ◦ (aXµ) ar šādu nosac̄ıjumu:

σ ◦ (aXµ) = aXσ(1), ..., Xσ(n).

1.2. piemērs. (12) ◦ (X1X
4
2X5

3 ) = X2X
4
1X5

3 = X4
1X2X

5
3 .

∀ σ ∈ Σn un ∀ f =
∑
µ

aµXµ1
1 ...Xµn

n ∈ k[X1, ..., Xn] definēsim

polinomu σ ◦ f ar šādu nosac̄ıjumu:

σ ◦ f =
∑

µ

σ ◦ (aµXµ) =
∑

µ

aµXµ1
σ(1)...X

µn

σ(n).
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Tādējādi ∀ σ ir definēta σ-darb̄ıbas funkcija

Tσ : k[X1, ..., Xn] → k[X1, ..., Xn],
Tσ(f) = σ ◦ f.

1.3. piemērs.
(23) ◦ f = Xσ(1) + Xσ(2)Xσ(3) = X1 + X3X2 = X1 + X2X3 = f.

1.1.3. Simetrisko polinomu defin̄ıcija

f ∈ k[X1, ..., Xn] sauksim par simetrisku polinomu (SP), ja

σ ◦ f = f, ∀ σ ∈ Σn.

Citiem vārdiem sakot, veicot jebkādu argumentu permutāciju, f ne-
mainās, f ir invariants attiec̄ıbā uz Σn darb̄ıbu. Visu SP kopu apz̄ı-
mēsim ar k[X1, , , ., Xn]S .

1.4. piemērs. Simetriskie monomi - a(X1...Xn)m.
Simetriskie polinomi - konstantes, X1 + X2, X1X2 ∈ k[X1, X2],

X2 + XY + Y 2 ∈ k[X,Y ].
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Nesimetriski polinomi - X2
1X2, X + 2Y .

1.1.4. Simetrisko polinomu klases

Elementārie simetriski polinomi

SP sauksim par elementāru SP, ja tas ir izsakāms formā

em(X1, X2, ..., Xn) =
∑

1≤i1<i2<...<im≤n

Xi1Xi2 ...Xim .

Definēsim ar̄ı e0 = 1. Redzam, ka m ≤ n.

1.5. piemērs. n = 1 =⇒ e1(X) = X.

n = 2 =⇒ {
e1(X1, X2) = X1 + X2

e2(X1, X2) = X1X2

n = 3 =⇒



e1(X1, X2, X3) = X1 + X2 + X3,
e2(X1, X2, X3) = X1X2 + X1X3 + X2X3,
e3(X1, X2, X3) = X1X2X3.
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1.2. piez̄ıme. Atverot iekavas izteiksmei

(X − r1)(X − r2)...(X − rn),

iegūsim

Xn−e1(r1, ..., rn)Xn−1+e2(r1, ..., rn)Xn−2+...+(−1)n+1en(r1, ..., rn).

1.2. teorēma. (Vieta teorēma) f(X) ∈ k[X] - normalizēts polinoms,
deg(f) = n, {{r1, ..., rn}} = Vf (saknes var atkārtoties).

f(X) = Xn+an−1X
n−1+...+a0 ⇐⇒ ak = (−1)n−ken−k(r1, ..., rn).

PIERĀDĪJUMS Formulu pārbaude. ¥

Pakāpju summu simetriski polinomi
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SP sauksim par pakāpju summu SP, ja tas ir izsakāms formā

pm(X1, X2, ..., Xn) =
n∑

i=1

Xm
i .

Definēsim ar̄ı p0 =
n∑

i=1

1 = n.

1.6. piemērs. n = 1 =⇒ pm(X) = Xm.

n = 3 =⇒ pm(X1, X2, X3) = Xm
1 + Xm

2 + Xm
3 .

Orb̄ıtu simetriski polinomi

Ja Xµ = Xµ1
1 ...Xµn

n , tad par µ-orb̄ıtu mµ sauksim

S(Xµ) =
∑

σ∈Σn

σ ◦Xµ =
∑

σ∈Σn

Xµ1
σ(1)X

µ2
σ(2)...X

µn

σ(n).

1.7. piemērs. m(2,0) = S(X2
1 ) = S(X2

i ) = (n− 1)!
n∑

i=1

X2
i .
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m(1,1) = S(X1X2) = 2(n− 1)!
n∑

i<j

XiXj .

ek = c · S(X1X2...Xk).

1.2. Simetrisko polinomu ı̄paš̄ıbas

1.2.1. Permutāciju darb̄ıbas ı̄paš̄ıbas

Darb̄ıbas bijektivitāte un pakāpes saglabāšana

1.3. teorēma.
1. ∀ σ ∈ Σn σ-darb̄ıba termu kopā ir bijekt̄ıva funkcija.

2. Ja f ir homogēns polinoms ar pakāpi m, tad σ◦f ar̄ı ir homogēns
polinoms ar pakāpi m.

PIERĀDĪJUMS Patstāv̄ıga las̄ı̌sana.
1. Injektivitāte
σ ◦ (aXµ1

1 ...Xµn
n ) = σ ◦ (bXλ1

1 ...Xλn
n ) =⇒

aXµ1
σ(1)...X

µn

σ(n) = bXλ1
σ(1)...X

λn

σ(n) =⇒ ∀i : µi = λi =⇒
Saturs Sākums Beigas J I Atpakaļ Aizvērt Pilns ekrāns
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Xµ = Xλ ∧ a = b.

Sirjektivitāte ∀ν izpildās

aXν1
1 ...Xνn

n = aXν1
σσ−1(1)...X

νn

σσ−1(n) = σ ◦ (aXν1
σ−1(1)...X

νn

σ−1(n)).

2. deg(σ ◦Xµ) = deg(Xµ).¥

Darb̄ıba uz monotoniem termiem

Termu aXµ = aX(µ1,...,µn) sauksim par monotonu, ja

µ1 ≥ ... ≥ µn.

1.4. teorēma. aXµ ir monotons =⇒ σ ◦ (aXµ) ¹ aXµ, ∀ σ.

PIERĀDĪJUMS Ievērosim, ka termam ρ ◦ (aXµ) kāpinātājs pie
Xi ir vienāds ar µρ−1(i) - aXµ kāpinātāju pie Xρ−1(i). Š̄ı iemesla dēļ
sākotnējo permutāciju ērtāk apz̄ımēt ar σ−1.

Pieņemsim pretējo: ∃ σ−1 ∈ Σn : σ−1 ◦ (aXµ) Â aXµ =⇒
Saturs Sākums Beigas J I Atpakaļ Aizvērt Pilns ekrāns
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∃ σ : (µ1, ..., µn) ≺ (µσ(1), ..., µσ(n)) =⇒

∃ i : µσ(i) > µi un µσ(j) = µj , ∀ j < i. Tas nav iespējams, jo visi
µl, kas ir lielāki nekā µi, jau ir starp elementiem {µσ(1), ..., µσ(i−1)}.
¥

1.5. teorēma. Permutācijas darb̄ıba polinomu gredzenā saglabā sum-
mu un reizinājumu.

PIERĀDĪJUMS

Saskait̄ı̌sana




f =
∑

i1,...,in

ai1...in
Xii

1 ...Xin
n

g =
∑

i1,...,in

bi1...in
Xii

1 ...Xin
n

=⇒
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



σ ◦ f =
∑

i1,...,in

ai1...inXii

σ(1)...X
in

σ(n),

σ ◦ g =
∑

i1,...,in

bi1...inXii

σ(1)...X
in

σ(n).

Redzam, ka

σ ◦ (f + g) =
∑

i1,...,in

(ai1...in + bi1...in)Xii

σ(1)...X
in

σ(n) =

∑

i1,...,in

ai1...in
Xii

σ(1)...X
in

σ(n) +
∑

i1,...,in

bi1...in
Xii

σ(1)...X
in

σ(n) =

σ ◦ f + σ ◦ g = σ ◦ f + σ ◦ g.

Reizināšana

Reizināšanas saglabāšanu no sākuma pierād̄ısim uz monomiem,
pēc tam no tikko pierād̄ıtās summas saglabāšanas sekos reizināšanas
saglabāšana patvaļ̄ıgiem polinomiem.

Redzam, ka
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σ ◦ (Xµ1
1 ...Xµn

n ·Xν1
1 ...Xνn

n ) = σ ◦ (Xµ1+ν1
1 ...Xµn+νn

n ) =

Xµ1+ν1
σ(1) ...Xµn+νn

σ(n) = Xµ1
σ(1)...X

µn

σ(n) ·Xν1
σ(1)...X

νn

σ(n) =

(σ ◦Xµ1
1 ...Xµn

n ) · (σ ◦Xν1
1 ...Xνn

n ).

Ja f =
∑
i

fi, g =
∑
j

gj , kur fi, gj ir termi, tad

σ ◦ (fg) = σ ◦ (
∑

i,j

figj) =
∑

i,j

σ ◦ (figj) =
∑

i,j

(σ ◦ fi)(σ ◦ gj) =

(
∑

i

σ ◦ fi)(
∑

j

σ ◦ gj) = (σ ◦
∑

i

fi)(σ ◦
∑

j

gj) = (σ ◦ f)(σ ◦ g).¥
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1.2.2. Simetrisko polinomu struktūra

1.6. teorēma. f ∈ k[X1, ..., Xn]S =⇒ f termu kopā σ-darb̄ıba ir
bijekt̄ıva - ∃ f termu kopas sadal̄ıjums σ-darb̄ıbas ciklos ar vienādiem
koeficientiem.

PIERĀDĪJUMS
Saskaņā ar iepriekš pierād̄ıtu teorēmu, visu termu kopā σ-darb̄ıba

ir bijekt̄ıva - visu termu kopu var sadal̄ıt gal̄ıgās apakškopās, katrā no
kurām σ-darb̄ıbas sašaurinājums ir cikls.

Ja f termu kopa nav σ-darb̄ıbas ciklu apvienojums, tad σ ◦f 6= f .
Ja f termu kopa ir σ-darb̄ıbas ciklu apvienojums, tad σ ◦ f = f .

¥

1.8. piemērs. X3 + 2X2Y + 2XY 2 + Y 3.
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1.7. teorēma. Simetriska polinoma vecākais terms ir monotons.

PIERĀDĪJUMS Pieņemsim, ka SP f vecākais terms ir

H = aXµ1
1 ...Xµi

i X
µi+1
i+1 ...Xµn

n , kur µi < µi+1.

f ir SP =⇒ f satur termu τ ◦ H, kur τ = (i, i + 1). Redzam, ka

τ ◦ H = aXµ1
1 ...X

µi+1
i Xµi

i+1...X
µn
n Â H− pretruna.¥

1.8. teorēma. ∀ SP var izteikt orb̄ıtu lineāras kombinācijas veidā:

f ∈ k[X1, ..., Xn]S =⇒ f =
∑

µ

cµS(Xµ).

PIERĀDĪJUMS Pietiek pierād̄ıt apgalvojumu homogēnam SP f .

f satur a1X
µ =⇒ f satur a1(σ ◦ (Xµ)), ∀ σ. Izvēlēsim

tādu monomu Xµ1 = σ1 ◦ (Xµ), kas ir lielākais leksikogrāfiskajā
sakārtojumā. Definēsim f1 = f − a1S(Xµ1).
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f1 6= 0 =⇒ f1 satur vismaz vienu termu a2X
µ′ , kur Xµ′ ≺

Xµ1 =⇒ f1 satur a2(σ ◦ (Xµ′)), ∀ σ. Izvēlēsim tādu monomu
Xµ2 = σ2 ◦ (Xµ′), kas ir lielākais leksikogrāfiskajā sakārtojumā. De-
finēsim f2 = f1 − a2S(Xµ2).

Turpināsim šo procesu. Tā kā lielākie atlikušie orb̄ıtu vecākie
termi kļūst stingri mazāki, tad pēc gal̄ıga skaita soļiem process apstā-
sies un iegūsim fl = 0. Seko teorēmas apgalvojums. ¥

1.9. piemērs.

(X1 + X2)(X1 + X3)(X2 + X3) = X2
1X2 + X2

1X3 + X1X
2
2 + X1X

2
3+

X2
2X3 + X2X

2
3 + 2X1X2X2 = S(X2

1X2) +
1
3
S(X1X2X3).
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1.2.3. Simetriskie polinomi veido apakšgredzenu

1.9. teorēma.

1. ∀ n k[X1, ..., Xn]S ir lineāra telpa.

2. ∀ n k[X1, ..., Xn]S ir k[X1, ..., Xn] apakšgredzens.

PIERĀDĪJUMS Jāpierāda, ka divu SP f un g summa un f reizi-
nājums ar g ir SP:

σ ◦ (f + g) = σ ◦ f + σ ◦ g = f + g, ∀σ,

σ ◦ (fg) = (σ ◦ f)(σ ◦ g) = fg, ∀σ.¥

1.3. Simetrisko polinomu pamatteorēma

1.10. teorēma. ∀ f ∈ k[X1, ..., Xn]S var viennoz̄ımı̄gi izteikt formā

f(X1, ..., Xn) = g(e1, ..., en), kur g ∈ k[Y1, ..., Yn].
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PIERĀDĪJUMS ∀ SP f ir homogēnu SP summa =⇒ pietiek
pierād̄ıt apgalvojumu, ja f ir homogēns SP.

Eksistence un algoritms

Pierād̄ısim, ka ∀ f ∈ k[X1, ..., Xn]S ∃ g ∈ k[Y1, ..., Yn] tāds, ka

f(X1, ..., Xn) = g
(
e1(X1, ..., Xn), ..., en(X1, ..., Xn)

)
.

Pamatideja - sākot ar f veiksim ”redukcijas” atņemot polinomus
formā aeγ1

1 ...eγn
n tā, lai katra šāda ”redukcija” samazinātu vecāko

termu. Izrādās, ka tas vienmēr ir iespējams. Beigās iegūsim 0, tātad
f ir izsakāms kā aeγ1

1 ...eγn
n tipa polinomu summa.

Pieņemsim, ka H(f) = aXµ1
1 ...Xµn

n , kur µi ≥ µi+1.
Definēsim pirmo ”redukciju”:

f1 = f − aeµ1−µ2
1 eµ2−µ3

2 ...eµn
n ∈ k[X1, ..., Xn]S .

Pierād̄ısim, ka H(f) Â H(f1). Redzam, ka saskaņā ar vecākā
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terma multiplikativitātes ı̄paš̄ıbu

H(aeµ1−µ2
1 eµ2−µ3

2 ...eµn
n ) = aH(eµ1−µ2

1 )H(eµ2−µ3
2 )...H(eµn

n ) =

aH(e1)µ1−µ2H(e2)µ2−µ3 ...H(en)µn =

aXµ1−µ2
1 (X1X2)µ2−µ3 ...(X1...Xn)µn = aXµ1

1 Xµ2
2 ...Xµn

n = H(f).

Seko, ka f1 = f − aeµ1−µ2
1 eµ2−µ3

2 ...eµn
n vecākie termi sāısinās un

H(f) Â H(f1).

Pieņemsim, ka H(f1) = bXν1
1 ...Xνn

n , kur νi ≥ νi+1.
Definēsim otro ”redukciju”:

f2 = f1 − beν1−ν2
1 eν2−ν3

2 ...eνn
n .

Spriežot l̄ıdz̄ıgi, iegūsim, ka H(f) Â H(f1) Â H(f2).

Turpinot, pēc gal̄ıga skaita soļiem iegūsim SP fl = 0, tāpēc

f = aeµ1−µ2
1 ...eµn

n + beν1−ν2
1 ...eνn

n + ... = g(e1, ..., en) ∈ k[e1, ..., en].
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Vien̄ıgums Pieņemsim, ka ∃ divi polinomi g1, g2 ∈ k[Y1, ..., Yn]
tādi, ka

f = g1(e1, ..., en) = g2(e1, ..., en) =⇒

ĝ = g1 − g2 6= 0 kā polinoms.
No otras puses, ievietojot ĝ argumentu vietā ei, iegūsim, ka

ĝ
(
e1(X1, ..., Xn), ..., en(X1, ..., Xn)

)
= 0.

Katram ĝ monomam aY λ1
1 ...Y λn

n , a 6= 0, izpildās

H(aeλ1
1 eλ2

2 ...eλn
n ) = aXλ1

1 (X1X2)λ2 ...(X1X2...Xn)λn =

aXλ1+...λn
1 Xλ2+...+λn

2 ...Xλn
n .

Funkcija

(λ1, ..., λn) 7→ (λ1 + ... + λn, λ2 + ... + λn, ..., λn)

ir injekt̄ıva =⇒ dažādu ĝ(Y ) monomu vecākie termi pēc ei ievieto-
šanas nevar sāısināties =⇒ H(ĝ(e)) 6= 0 =⇒ ĝ(e) 6= 0 - pretruna.
¥
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1.3. piez̄ıme. Simetrisko polinomu pamatteorēmu izmanto vienādo-
jumu sistēmu un nevienād̄ıbu risināšanā.

1.4. Algoritmi SP izteikšanai ar elementāro SP pa-
l̄ıdz̄ıbu

SP izteikšanu ar elementāro SP pal̄ıdz̄ıbu sauksim par tā elemen-
tarizāciju.

1.4.1. Teorēmas algoritms

Var izmantot algoritmu, kas ir dots teorēmas pierād̄ıjumā.

1.10. piemērs. Elementarizēsim f = X4
1 + X4

2 :
1. f → f1 = f − e4

1 = −4X3
1X2 − 6X2

1X2
2 − 4X1X

3
2 .

2. f1 → f2 = f1 + 4e2
1e2 = 2X2

1X2
2 .

3. f2 → f3 = f2 − 2e2
2.

=⇒ f = e4
1 − 4e2

1e2 + 2e2
2.
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1.4.2. Nenoteikto koeficientu metode

Ja α = (α1, ..., αn) ir pakāpju vektors, tad apz̄ımēsim

E(α) = eα1
1 eα2

2 ...eαn
n .

Katram m ∈ N visu vienādojuma

1 · α1 + 2 · α2 + ... + n · αn = m

atrisinājumu kopu apz̄ımēsim ar Tm.

Algoritmu var paātrināt šādā veidā:
1. Izteikt f kā homogēnu SP summu f1 + ... + fd.

2. ∀ fi meklējam formā

fi =
∑

τ∈Ti

cτE(τ),

kur koeficienti cτ tiek atrasti liekot Xi vietā konkrētus mazus
veselus skaitļu, parasti 0,±1,±2, ....
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1.11. piemērs. Elementarizēsim X5
1 + X5

2 ∈ Q[X1, X2]. Tas ir ho-
mogēns un vienāds ar S(X5

1 ). Elementarizācija ir jāmeklē formā

X5
1 + X5

2 = e5
1 + ae3

1e2 + be1e
2
2, kur a, b - nezināmi.

(X1, X2) = (1, 1) =⇒ 2 = 25 + a · 23 + b · 2.
(X1, X2) = (1, 2) =⇒ 1 + 25 = 35 + a · 33 · 2 + b · 3 · 22.

Iegūsim sistēmu{
4a + b = −15
9a + 2b = −35 =⇒ (a, b) = (−5, 5) =⇒

X5
1 + X5

2 = e4
1 − 5e3

1e2 + 5e1e
2
2.
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2. 8.mājasdarbs

2.1. Obligātie uzdevumi

8.1 Izteikt SP

(X1X2 + X3X4)(X1X3 + X2X4)(X1X4 + X2X3)

formā
∑
µ

cµS(Xµ).

8.2 Elementarizēt dotos SP:
(a) X3

1 + X3
2 ;

(b) X3
1X2 + X3

1X3 + X1X
3
2 + X1X

3
3 + X3

2X3 + X2X
3
3 ;

(c) (X1X2 + X3)(X1X3 + X2)(X2X3 + X1);

(d)
[ ∏

i<j≤n

(Xi −Xj)
]2

, ja n ∈ {2, 3}.

8.3 Atrast SP g vērt̄ıbu, ja tā argumenti ir polinoma f saknes:
(a) g = X3

1 + X3
2 −X1X2, f = X2 −X − 1;

(b) g = X1(X2 + X3) + X2(X1 + X3) + X3(X1 + X2), f =
X3 + X2 − 1.
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8.4 c1, c2, c3 ir vienādojuma

X3 + 2X2 + 3X + 4 = 0

saknes. Aprēķiniet
1
c2
1

+
1
c2
2

+
1
c2
3

.

2.2. Paaugstinātas grūt̄ıbas un pētnieciska rakstu-
ra uzdevumi

8.5 Vispāriniet apgalvojumu par permutācijas sadal̄ıjumu ciklos uz
šādiem gad̄ıjumiem:
(a) kopa A ir gal̄ıga, funkcija f : A → A nav bijekt̄ıva;
(b) kopa A ir bezgal̄ıga, funkcija f : A → A ir bijekt̄ıva, f

kārta ir gal̄ıga: ∃ n : fn = id;
(c) kopa A ir bezgal̄ıga, funkcija f : A → A ir bijekt̄ıva;
(d) kopa A ir bezgal̄ıga, funkcija f : A → A nav bijekt̄ıva.

8.6 Klasificējiet k[X1, ..., Xn] monomu orb̄ıtas.
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