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Lekcijas merkis:
e apgiit simetrisko polinomu teorijas pamatus.

Lekcijas kopsavilkums:

e var definét Tpasa veida vairaku argumentu polinomus, kas ne-
mainas, ja tajos tiek mainiti argumenti - simetriskos polinomus,

e var definet vairakas simetrisko polinomu klases - elementaros
polinomus, pakapju polinomus u.c.

e katru simetrisko polinomu var izteikt ka polinomu no elementa-
rajiem polinomiem.

Svarigakie jedzieni: monotons terms.

Svarigakie fakti un metodes: permutacijas darbibas Ipasibas,
SP vecaka terma monotonitate, SP izteiksana orbitu linearas kom-
binacijas veida, SP - apaksgredzens, SP pamatteoréma, elementa-
rizacijas algoritmi.
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1. Simetriskie polinomi

Saja lekcija apskatisim polinomus virs lauka k. Teiksim, ka f €
k[X1, ..., Xp] satur termu aX*, a £ 0, ja f = aX* 4+ ...
1.1. Permutacijas un to darbiba uz polinomiem

1.1.1. Pamatfakti par permutacijam

Par kopas A permutaciju sauc bijekttvu funkciju
c:A— A

Visu n elementu kopas {1, ...,n} permutaciju kopu apzime ar ¥,,.
1.1. piezime. |X,| =n(n —1)(n —2)..2-1=nl.

Permutacijas var uzdot sados veidos:
e attélu saraksts - o ~ (o(1),...,0(n));
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e horizontalais pieraksts - g ~ ( 1 2 .. n )

o(l) o(2) .. o(n)

e funkcionalais grafs ar vienu vai diviem kopas eksemplariem.

Katra kopa A eksiste tikai viena universali defineta permutacija -
vienibas permutacija id: id(z) = =.

Kopa ¥, var definet kompozicijas operaciju. Ja ir dotas divas
permutacijas o1 un o9, tad to kompozicija o104 ir definéta ar nosaci-
jumu

(o102)(z) = 01(02(x)), V.

V permutacijai ¢ 3 inversa permutacija o~

ot =c"lo=1d.
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Permutaciju o : A — A sauc par ciklisku attélojumu vai ciklu, ja

e vainu |A| > 2 un A elementus var sakartot virkné (ay,...,a,) ta,
ka 0(a;) = @it1 mod n,

e vai arT |4 = 1 (un kopas A vienigais elements a apmierina
vienadibu o(a) = a).

1.1. teorema. (permutacijas sadaltjums ciklos) Katrai galigas kopas
A permutacijai o eksiste viennozimigi noteikts A sadalijums apaksko-
pas Aj, ..., A, tads, ka V i o sasaurinajums uz A; ir cikls.

Var definet permutacijas ciklisko pierakstu sada veida. Ja

Al - {a117 "'7a’1n1}3 ;Am = {amly ~-~7amnm}a

0'(&11) = a2, ...,a(alnl) = A1l ...

o(am1) = ama, - 0 (Amn,, ) = Gm1,
tad 0 = (a11012...01n, ) ---(@m1Am2...Gmn,, ) (Katrs cikls atdalits ar ie-
kavam). Ciklus ar garumu 1 (fikseétos punktus) cikliskaja pieraksta
neuzrada.
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- _ . 1 2 3 45 6 o
1.1. piemers. Permutaciju 5492 3 1 6 ) var sadalit divos
ciklos {1,5} U {2,4,3} un apzimet ka (15)(243).
1.1.2. Permutaciju darbiba polinomu gredzena

VoeX,unVaXt =aX}" Xt € k[Xy,...,X,] definesim termu
oo (aX*) ar $adu nosactjumu:

g o (aX”) = aXU(l), ooy Xg(n).
1.2. piemeérs. (12) o (X1 X4X3) = Xo X7 X5 = X{ X5 X3,

VoeX,mV f=>aX". X € k[X,..,X,| definesim
o
polinomu o o f ar $adu nosacijumu:

JOf:ZUO(aMX” ZauX“1 XZZLn)
m
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Tadejadi V o ir definéta o-darbibas funkcija
T, : k[ X1, ..., Xn] — k[ X1, ..., Xn],
T,(f) = oo f.

1.3. piemers.
( ) f= Xa(l —|—XU(2) o(3) =X+ X3Xo0=X1+ XoX5=1F.

1.1.3. Simetrisko polinomu definicija
f € k[X1, ..., X,,] sauksim par simetrisku polinomu (SP), ja
cof=fVYoeXx,.

Citiem vardiem sakot, veicot jebkadu argumentu permutaciju, f ne-
mainas, f ir invariants attieciba uz ¥, darbibu. Visu SP kopu apzi-
mesim ar k[X1,,,., X,]°.

1.4. piemeérs. Simetriskie monomi - a(X;...X,,)™.
Simetriskie polinomi - konstantes, X7 + X5, X1 X2 € k[X1, X5,
X2+ XY +Y?€k[X,Y].
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Nesimetriski polinomi - X? X5, X + 2Y.

1.1.4. Simetrisko polinomu klases

Elementarie simetriski polinomi
SP sauksim par elementaru SP, ja tas ir izsakams forma
em(X1, Xo, . X)) = > X X, Xy,

1<i1<ia<...<im<n

Definésim arT eg = 1. Redzam, ka m < n.

1.5. piemérs. n =1 = ¢;(X) = X.

n=2 —
{ 61(X1,X2) :X1 +X2
62(X17X2) :X1X2
n=3 —
e1(X1, X2, X3) = X1 + Xo + X5,
ea(X1, X2, X3) = X1 Xo + X1 X3 + X2 X3,
e3(X1, X2, X3) = X1 X0 X3.
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1.2. piezime. Atverot iekavas izteiksmei

(X —ri) (X —7r2) (X —1p),
ieglisim
X1 (11, oy ) X ren (11, ooy ) XV 2 (1) ey (11, oy 7).
1.2. teoreéma. (Vieta teoréma) f(X) € k[X] - normalizets polinoms,
deg(f) =n, {{r1,....,7n}} = V; (saknes var atkartoties).
f(X) = X" ap 1 X" 4. dayg = ap = (—1)”_ken,k(r1, ey )

PIERADIJUMS Formulu parbaude. W

Pakapju summu simetriski polinomi
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SP sauksim par pakapju summu SP, ja tas ir izsakams forma

pm<X17X27 7Xn) = ZXZR
i=1

Definésim ari pg = >, 1 =n.
i=1
1.6. piemérs. n =1 = p,,(X) = X™.

Orbitu simetriski polinomi
Ja X# = X" .. Xkn tad par p-orbitu m, sauksim

S(XM)= Y ooXt= 3" Xk Xl XM
oEY, oEY,

3

1.7. piemérs. mz) = S(X7) = S(X2) = (n—1)I Y X2

i=1

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans

11



12

me,1y = S(X1X2) =2(n —1)! ; XiX;.
i<J

€ =C- S(X1X2...Xk).

1.2. Simetrisko polinomu 1pasibas

1.2.1. Permutaciju darbibas 1paSibas
Darbibas bijektivitate un pakapes saglabasana

1.3. teorema.
1. V o € %,, o-darbiba termu kopa ir bijektiva funkcija.
2. Ja f ir homogens polinoms ar pakapi m, tad oo f arT ir homogens
polinoms ar pakapi m.

PIERADIJUMS Patstaviga lasiSana.
1. Injektivitate
oo(aXi. . Xtn) =00 (bX]’;l LX) =

n — A n y . j—
an(ll)"'XclfL(n) = bXa(ll)"'Xa(n) = Vi: Wi = AN —
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XH=X* A a=bh.
Sirjektivitate Vv izpildas

AXY XY = aXU gy Xy = 00 (X ) XU ).

oco—1(1) oo~ 1(n

2. deg(o o X*) = deg(X*).1

Darbiba uz monotoniem termiem

Termu aX* = aX (#1+#n) sauksim par monotonu, ja

H1 2= e 2 -

1.4. teoréma. aX* ir monotons = oo (aX") < aX", V 0.

PIERADIJUMS Ieverosim, ka termam p o (aX*) kapinatajs pie

X ir vienads ar p,-1(;) - aX* kapinataju pie X,-1(;). ST iemesla del

sakotnejo permutaciju ertak apzimét ar o~ .

1

Pienemsim pretejo: 3ot €%, : 07 o (aX*) = aXF —
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Jo: (:U’la a:U'n) = (No(l)v"'vﬂo(n)) =

i poy > i un g5y = py, vV j < i. Tas nav iespejams, jo visi
1, kas ir lielaki neka j;, jau ir starp elementiem {fi5(1y, ...y flor(i—1) }-
|

1.5. teoréma. Permutacijas darbiba polinomu gredzena saglaba sum-
mu un reizinajumu.

PIERADIJUMS
Saskaitisana

f = Z allanilX:L"

i150enin

9= X b XX

U15-005tn

—
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g0 f = Z Qi ...
(2 WP
cog= 3, lu1
W1 yenyin
Redzam, ka
O'O(f—l—g) = Z (ail
U1 yeenyin

PIEE o

1y 7177.

i X

X

W i

a(n)+ Z bll

5271.

o(1)"

15

in
Xony
X0
i in —
i) X (1) ..Xa(n) =
7/1 in —
WX X =

Joeraog:ooeraog.

Reizinasana

Reizinasanas saglabasanu no sakuma pieradisim uz monomiem,
péc tam no tikko pieraditas summas saglabasanas sekos reizinasanas

saglabasana patvaligiem polinomiem.

Redzam, ka

Saturs Sakums Beigas J 1
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o (XYL Xhn XYNLXEm) = oo (X Xk e =
p1tra Pntvn __ M1 Hn v Un —
Xa(l) Xo‘(n) X(T(l) Xo’(n) Xo'%l)"'Xa(n) -

(0o X XY (00 X1 X0m).

Ja f=>fi,9g=>g; kur f;,g; ir termi, tad
i J
o(fg)=00(>_ fig;) = E oo (figj) = E (00 fi)(oog;)=
0,J

,J

D oo f)Q oog) = otoz ooZg] (00 f)(oog)m
i J
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1.2.2. Simetrisko polinomu struktara

1.6. teorema. f € k[Xy,...,X,]° = f termu kopa o-darbiba ir
bijektiva - 3 f termu kopas sadalijums o-darbibas ciklos ar vienadiem
koeficientiem.

PIERADIJUMS

Saskana ar ieprieks pieraditu teoremu, visu termu kopa o-darbiba
ir bijektiva - visu termu kopu var sadalit galigas apakskopas, katra no
kuram o-darbibas saSaurinajums ir cikls.

Ja f termu kopa nav o-darbibas ciklu apvienojums, tad oo f # f.

Ja f termu kopa ir o-darbibas ciklu apvienojums, tad o o f = f.
|

1.8. piemérs. X3 +2X2%Y +2XY?2 + Y3,

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans
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1.7. teorema. Simetriska polinoma vecakais terms ir monotons.

PIERADIJUMS Pienemsim, ka SP f vecakais terms ir
H=aX{". XX XN kur g < piva
fir SP = f satur termu 7 o H, kur 7 = (i,7 + 1). Redzam, ka

ToH =aX}". X" X

; i X = H — pretruna.ll

1.8. teorema. V SP var izteikt orbitu linearas kombinacijas veida:

fekXy, . Xn)% = f=) c.S(X").

“w
PIERADIJUMS Pietiek pieradit apgalvojumu homogenam SP f.
f satur a1 X* = f satur ai(o o (X*)), V 0. Izvelesim
tadu monomu X*' = oy o (X*), kas ir lielakais leksikografiskaja

sakartojuma. Definesim f; = f — a1 S(X").
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fi #0 = fi satur vismaz vienu termu axX*, kur X* <
XM = fy satur as(o o (X*)), V 0. Izvelesim tadu monomu
X" = gy 0 (XH), kas ir lielakais leksikografiskaja sakartojuma. De-
finésim fo = f1 — aaS(XH2).

Turpinasim So procesu. Ta ka lielakie atlikuSie orbitu vecakie

termi klust stingri mazaki, tad pec galiga skaita soliem process apsta-
sies un iegusim f; = 0. Seko teorémas apgalvojums. l

1.9. piemers.

(X1 + Xo)(X1 4+ X3)(Xo + X3) = X7PXo + X7 X3+ X1 X2+ X1 X2+

1
X2X3+ Xo X2 42X X0 Xy = S(X?Xo) + gS(Xlxgxg).
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1.2.3. Simetriskie polinomi veido apaksgredzenu

1.9. teorema.
1. V n k[Xy,..., X,,]° ir lineara telpa.
2. Vn k[Xy,..., X,]% ir k[X, ..., X,,] apaksgredzens.

PIERADIJUMS Japierada, ka divu SP f un ¢ summa un f reizi-
najums ar g ir SP:
ogo(f+g)=ocof+oog=f+y,Vo,
oo(fg)=(oof)oog)=rfg,Yol

1.3. Simetrisko polinomu pamatteorema

1.10. teorema. V f € k[X1, ..., X,,]° var viennozimigi izteikt forma

f(X1,... X)) =gler,...,en), kur g € k[Y7, ..., Y3 ].

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans
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PIERADIJUMS V SP f ir homogénu SP summa = pietiek
pieradit apgalvojumu, ja f ir homogeéns SP.

Eksistence un algoritms

Pieradisim, ka V f € k[X1,..., X,,]¥ 3 g € k[Y1,..., Y] tads, ka

F(X1, o X)) = g(el(Xl, e X)), en (X1, ...,Xn)>.

Pamatideja - sakot ar f veiksim ”redukcijas” atnemot polinomus

forma ae]'...e)» ta, lai katra sada "redukcija” samazinatu vecako

termu. Izradas, ka tas vienmer ir iespejams. Beigas iegtisim 0, tatad
f ir izsakams ka ae]'...eJ" tipa polinomu summa.
Pienemsim, ka H(f) = aX{".. X! kur p; > pit1.
Definesim pirmo ”redukciju”:
fi=f—aeft e el € kX, ..., X,]°.
Pieradisim, ka H(f) > H(f1). Redzam, ka saskana ar vecaka

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans
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terma multiplikativitates 1pasibu
H(ae' 12?71 Lekin) = aH (e T YH(eh? ). H (el ) =
aH(er)" 7H2H(eg)*2 73 H(ep )M =
aX ! (X, Xp) 2 h (X X )i = a X XE2 L X = H(f).
Seko, ka fi = f — ael'TH?eh? 1 Lekin vecakie termi salsinas un

H(f) = H(f)-

Piegemsim, ka H(f1) = bX{* ... X1, kur v; > viyg.
Definésim otro "redukciju”:

foa=f1—bel' e epn.

Spriezot Iidzigi, iegusim, ka H(f) = H(f1) = H(f2)-

Turpinot, pec galiga skaita soliem iegtusim SP f; = 0, tapec

f=ae" " et 4 bet T2 el + ... = gler, ..., en) € kleq, ..., €]
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Vienigums Piegemsim, ka 3 divi polinomi ¢1, g2 € k[Y7, ..., Y3
tadi, ka
f=agi(er,....,en) = galer,....,en) =
g = g1 — g2 # 0 ka polinoms.

No otras puses, ievietojot g argumentu vieta e;, iegtisim, ka
§(61(X1,...,Xn),...,en(Xl,...,Xn)> ~0.
Katram § monomam a,Yl)‘1 Y a # 0, izpildas
H(aeMe?..edm) = aX M (X1 X0) 2 (X1 Xy X)) =
aX P eAn et A XA
Funkcija

Ay e d) = M+ o+ A Ao+ o+ Ay An)

ir injektiva = dazadu g(Y) monomu vecakie termi péc e; ievieto-
Sanas nevar saisinaties = H(g(e)) # 0 = g(e) # 0 - pretruna.
]
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1.3. piezime. Simetrisko polinomu pamatteorému izmanto vienado-
jumu sistemu un nevienadibu risinasana.

1.4. Algoritmi SP izteikSanai ar elementaro SP pa-
Iidzibu

SP izteiksanu ar elementaro SP palidzibu sauksim par ta elemen-
tarizaciju.
1.4.1. Teoremas algoritms

Var izmantot algoritmu, kas ir dots teoremas pieradijuma.
1.10. piemers. Elementarizesim f = X7 + X3:

1. f=fi=f—el=—-4X3Xy —6X2X2 —4X, X3,

2. fl — f2 = fl —|—4€%€2 = 2X12X22

3. fo— f3 = fo— 2€3.
— f=e} —4edey + 263
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1.4.2. Nenoteikto koeficientu metode

Ja a = (aq,...,ay) ir pakapju vektors, tad apzimesim

E(a) =ef"eq?...en™.
Katram m € N visu vienadojuma
l-o1+2-a0+...4n-a,=m

atrisinajumu kopu apzimeésim ar 7,,.

Algoritmu var paatrinat sada veida:

1. Izteikt f ka homogenu SP summu f; + ... + fg.

2. V f; meklejam forma
fi = Z CTE<T)7
T€T;
kur koeficienti ¢, tiek atrasti liekot X; vieta konkretus mazus
veselus skaitlu, parasti 0, £1,+£2, ....
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1.11. piemeérs. Elementarizesim X7 + X3 € Q[X1, X3]. Tas ir ho-

mogéns un vienads ar S(X?7). Elementarizacija ir jameklé forma
X7+ X5 = e} +acley +bejes, kur a,b - nezinami.
(X1,X5)=(1,1) = 2=2"+a-23+0b-2.
(X1,X5)=(1,2) = 1+2°=3"+a-3%-2+b-3-22
Tegisim sistemu

{ 4a+b=-15

9at+2b=-35 — (@=(55 =

X7+ X5 = e] —bedeg + bejes.
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2. 8.majasdarbs

2.1. Obligatie uzdevumi

8.1 Izteikt SP
(X1 X 4+ X3X4) (X1 X5 + XoXy) (X1 X4 + X0 X3)
forma ) ¢, S(XH).
I

8.2 Elementarizet dotos SP:
(a) X7+ X3;
(b) XPXo + XPX5 4+ X1 X3 + X1 X5 + X3 X5 + Xo X3,
(c) (X1Xao+ X3)(X1)g3 + Xo) (X2 X3 + X1);
(@ | I (Xi—X,)| ,jane{23}

i<j<n

(a) g=XP+ X5 - X1 Xo, f=X>-X -1,
X3+ X2 1.

8.3 Atrast SP g vertibu, ja ta argumenti ir polinoma f saknes:
(
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8.4 ¢y, cg, c3 ir vienadojuma

X3 4+2X%2 43X 4+4=0

1
saknes. Aprekiniet — + — + —.
a 2 3

2.2. Paaugstinatas gritibas un petnieciska rakstu-
ra uzdevumi

8.5 Vispariniet apgalvojumu par permutacijas sadalijumu ciklos uz
sadiem gadijumiem:
(a) kopa A ir galiga, funkcija f : A — A nav bijektiva;
(b) kopa A ir bezgaliga, funkcija f : A — A ir bijektiva, f
karta ir galiga: I n: f" =id,;
(c) kopa A ir bezgaliga, funkcija f : A — A ir bijektiva;
(d) kopa A ir bezgaliga, funkcija f : A — A nav bijektiva.

8.6 Klasificgjiet k[X7, ..., X,,] monomu orbitas.
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