DAUGAVPILS UNIVERSITATE
Dabaszinatnpu un matematikas fakultate
Matematikas katedra
Bakalaura studiju programma “Matematika”

Studiju kurss

Polinomu algebra

7.lekcija

Docetajs: Dr. P. Daugulis

2012./2013.studiju gads

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



Saturs

1. Vairaku argumentu polinomu daliSsana ar atlikumu
1.1. Redukcija . . . .. ... oo
1.2. Viensdalitajs . . . ... .. ... ... L.
1.3. Vairaki dalitaji . . . . .. ... ... ... . ...

2. Polinomialas vienadojumu sistemas
2.1. Definicija . . . . .. ... ..
2.2. PVS seku vienadojumi .
2.3. PVS seku vienadojumu iegtSanas metodes . . . . . . .
2.3.1. Dalsana ar atlikumu . . . . . . ... ... ...

2.3.2.  S-polinomi

2.4. PVS risinasanas metode
2.5. Visparigi apsverumi

2.5.1. Algoritms

3. 7.majasdarbs

3.1. Obligatie uzdevumi

Saturs Sakums Beigas

J

Atpakal Aizvert Pilns ekrans

S =3 ot >

14
15
16
16
17
19
19
20

21



3

3.2. Paaugstinatas gruitibas un petnieciska rakstura uzdevumi 22

Lekcijas merkis:

e visparinat VAPG gadijuma dalisanu ar atlikumu ar vienu vai
vairakiem polinomiem,

e apgit polinomialu vienadojumu sistému risinasanas pamatfak-
tus.

Lekcijas kopsavilkums:

e VAPG var definét polinomu dalisanu ar atlikumu izmantojot
termu un polinomu leksikografisko sakartojumu,

e PVS var meéginat risinat izmantojot dalisanu ar atlikumu un
citas operacijas.

Svarigakie jedzieni: VAP redukcija, VAP dalisana ar vienu un
vairakiem dalitajiem, polinomiala vienadojumu sistéma, S-polinoms.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



4

Svarigakie fakti un metodes: redukcijas ipasibas, VAP daliju-
ma un atlikuma eksistence, PVS pétisanas metode.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



5
1. Vairaku argumentu polinomu daliSana
ar atlikumu

Sakot no §is sadalas R = k ir lauks.

1.1. Redukcija

fig € k[X1,...,X,]. Ja kads f terms aX* dalas ar H(g), tad
parveidojumu

aXH
f— -9
H(g)
=f
sauc par redukcijas soli un apzime ar
e

1.1. piemérs. f = X7 X; + X3, 9= X1 X, — 1.
f=f—-Xg=X1+X;5.
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1.1. teorema.
1. Redukcijas solis
aX# =
f— 7= g=1r
H(9)
samazina polinomu leksikografiskaja sakartojuma:
-1
2. Ja H(g)|H(f), tad redukcijas solis

NI ¢ D P
F—t = =7

samagzina polinoma vecako termu:

H(f) = H().

PIERADIJUMS )
1. Redzam, ka H(f — f) < aX*, jo aX* salsinas.

2. Sekono 1. R
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f S k[Xl, ...,Xn}, G = {gl, ,gm} Q k[Xl, ,X]

Teiksim, ka f reducejas uz f mod G (apzimeé ar f S, f), ja 3
redukcijas solu virkne

9iq Gig

9gi ~
f—=hHh = foe. — fi=[.
-G
Jebkuru (pabeigtu) redukcijas rezultatu apzimesim ar f .

1.2. piemérs. f = X12X2 +X22, g1 = X1X2 — 17 go = X2 + 1.
Pl X X2 X - Xy 2 Xy 1= Fne)

1.2. Viens dalitajs

Ja ir doti divi VAP f un g, tad var visparinat viena argumenta
polinomu dalisanas proceduru, ko var pamatot divos veidos:
e var atnemt no dalama f dalitaja g daudzkartyus ta, lai atlikums
butu péc iespejas mazaks leksikografiskaja sakartojuma;

e var veikt maksimali garu f redukcijas solu virkni ar g.
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Dabiski ir izveleties sadu algoritmu: katra soll reducet lielako f
termu, kas dalas ar H(g).

1.3. piemers. Izdalisim XX, + X7 + X7 X, ar X1 X, + X2 virs Q
vai R. Iegtisim, ka

d=X? - XXy + X2 +1,

r=X?- X - X2

1.2. teorema. f,g € k[X1,....,X,], f # 0,9 # 0. Tad 3 tiesi viens
polinomu paris (d, r), kuram izpildas nosactjumi
1. f=dg+r;

2. r =0 val neviens r terms nedalas ar H(g).
PIERADIJUMS

Eksistence
Algoritms.
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Doti f, g € k[ X1, ..., X,]. Sakot ar f veiksim redukcijas izmantojot
g tik ilgi, kamer redukcijas ir iespejamas - kamer kartejas redukcijas
rezultats satur monomus, kas dalas ar H(g):

f v f—dig - (f = dig) —dag > .
— [\ ——
T1 T2
Algoritms apstasies péc galiga skaita solu izpildes, jo pec katras

redukcijas izpildes atlikums samazinas leksikografiskaja sakartojuma.

Savelkot lidzigos loceklus, iegtisim, ka
m
f- (Zdi)g:r — f=dg+r
i=1
kur r = 0 vai neviens  monoms nedalas ar H(g). W

Vienigums Pienemsim, ka

f=dg+r=dg+r,
Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



10

kur 7 un 7 apmierina teorémas nosacijumu.
— r—7F=g(d-d) = Hg)|H(r—-7)V g=0.
g=0 = r=r.

H(g)|H(r—7) = vismaz viens no r vai 7 termiem dalas ar H(g)

—> redukciju var turpinat attieciba uz r vai 7 - pretruna. Wl

1.3. Vairaki dalitaji
Dots viens dalamais f un vairaki dalitaji gq, ..., gm.
Var veikt vairakus redukcijas solus, iespejams, ar dazadiem da-

Iitajiem, katrs redukcijas solis samazina atlikumu leksikografiskaja
sakartojuma = redukcijas process apstasies pec galiga solu skaita.

1.3. teorema. {f, 91,92, .., gm} C k[X1, ..., Xy], f #0, g; # 0.
Tad 3 polinomu virkne (dy, da, ..., dp,, 7):
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1. f=digi +dago+ ... + dinGm + 13

2. r =0 vai neviens r terms nedalas ar H(g;) V i.

PIERADIJUMS Sakot ar f veiksim redukcijas izmantojot g1, .., gm
tik ilgi, kamer redukcijas ir iesp€jamas - kamer kartejas redukcijas
rezultats satur monomus, kas dalas ar kadu H(g;):

[ [—digi, —» (f —di1gs,) — dagi, — ...
———

T1 T2

Algoritms apstasies pec galiga skaita solu izpildes, jo péc katras
redukcijas izpildes atlikums samazinas leksikografiskaja sakartojuma.

Savelkot lidzigos loceklus, iegtisim, ka
f=Y digi=r < f=> digi+r,
i=1 i
kur r = 0 vai neviens r monoms nedalas ne ar kadu H(g;). l
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r sauc par f atlikumu vai redukciju mod (g1, ..., gm)-

1.1. piezime. Reducijas algoritmu var standartizet vairakos veidos.
Piemeram, katra redukcijas soli izvelamies leksikografiski lielako re-
ducejamo monomu un mazako reducéjoso polinomu g;.

1.4. piemers. Atradisim X + Y* redukciju mod (XY + 1, X2 +Y)
virs Q vai R (defingjot X > Y).
1. Reducgjam ar go: 71 := f — X%gs = —X2Y + Y4,
2. Reducejam ar gi: 7o :=71 — (—X)gy = X + Y*
3. Jaapstajas, jo X un Y* nedalas ne ar XY, ne ar X2.
Tadsjadi
r=X+Y'=f-X%p—(-X)q

vail

X4 Y = (-X) (XY + 1)+ X2 (X2 4+Y)+ (X +Y?).
— S —— \d/ﬁ/_/ ~——
d1 g1 2 g2 r
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Mainot dalitaju kartibu, mainisies rezultats:
X4 Yt'=(X?-V)(X?+Y)+0- (XY +1) + (Y*+Y?).
—_——

1.2. piezime. Dalisanas rezultats (atlikums) ir atkarigs no dalitaju
kartibas.
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2. Polinomialas vienadojumu sistemas

2.1. Definicija
Vienadojumu sistemu
(X, Xn) =0,
. kur fi S k‘[Xl, ...,Xn],
fm(X1,..., Xn) =0,

sauc par polinomialu vienadojumu sistému (PVS).

Atrisinat PVS - atrast visus atrisinagjumus (aq, ..., ay).

14

Divas PVS P un P’ sauc par ekvivalentam, ja tam ir vienadas

atrisinajumu kopas.

2.1. piezime. Kursa sakuma tika apskatitas PVS ar vienu nezinamo.
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2.2. PVS seku vienadojumi

R - gredzens. Dota PVS P

filX1, ... Xn) =0
7fi ER[Xl,...,Xn].
fo(X1, .., Xn) =0

Vienadojumu g(Xj, ..., X,) = 0 sauc par P seku vienadojumu, ja
v P atrisinajums (¢1, ..., t,) apmierina vienadojumu g(t1,...,t,) =0:

f1(X1, .., Xn) =0
fu(X1, . Xn) =0

2.1. piemers. Vienkarsa seku vienadojumu konstrukcija - kapinasana
naturala pakape: f(Xi,...,X,)=0 = f"(X1,...,Xn)=0.

2.1. teoréma. Ir dota PVS P un tas seku vienadojums ¢g(X1, ..., X,,) =
0.
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P
Tad { P <=
ad { { 9(X1,..,X,) =0
PIERADIJUMS Ja (ti,...,t,) apmierina PVS P, tad ¢ apmie-
P

9(X X,) =0 , pec seku vienadojuma
1y ey X)) =

rina arT papildinato PVS {
definicijas.

P
9(X1,....Xn)=0"
apmierina arT PVS P, kas satur mazak vienadojumu. H

Ja t apmierina papildinato PVS { tad (t1,...,1,)

2.3. PVS seku vienadojumu iegtisanas metodes

2.3.1. Dalisana ar atlikumu

2.2. teorema. R - gredzens. Ja ir dota PVS

(X, Xn) =0
Jfi € R[Xl,...,Xn},
f’I’L(le'-'vXn) = O
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tad jebkuru divu polinomu f;, f; dalisanas atlikums define seku vie-
nadojumu.
PIERADIJUMS Piegemsim, ka

fi:d'fj—i-’l".

Pienemsim, ka (t1,...,t,) ir PVS atrisinajums.

filtr,..,tn) =0
Tad { f](tla atn) =0 -

(tl,..., ) d(tl,...,tn)fj(tl,...,tn) +T(t1,...,tn)
- (tl,...,tn) =0.1

2.3.2. S-polinomi
Ja f,g € k[ X1, ..., X,;], tad pienpemsim, ka
H(f) = aX?,
H(g) = bXP.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



18
Definésim X7 = MKD(X®, X?) un

X7 X7
S(f.9) (HUQ f (H@Q g-
Citiem vardiem sakot, reizinam f un g ar tadiem termiem, lai
vecakie locekli butu vienadi un peéc iespejas mazaki - vienadi ar f un
g vecako loceklu M K D, un saisinatos.

S(f,g) sauksim par f un g S-polinomu.

2.2. piemérs. Ja f = XY +1ung=Y? -1, tad

XY? XYy?

Y2-1)=X+4Y.

2.3. teorema. R - gredzens. Ja ir dota PVS

(X, X)) =0
7fi S R[Xla'-'aXnL
fo(X1, .. X0n) =0
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tad jebkuru divu polinomu f;, f; S-polinoms define seku vienadoju-
mu. -
PIERADIJUMS B

2.4. PVS risinasanas metode

2.5. Visparigi apsverumi

Risinot PVS ar vairakiem nezinamajiem var vadities pec Sadiem
apsverumiem:
e velams noteikt elementaros parveidojumus, kas maina, vienkarso
vienadojumus, nemainot atrisinajumu kopas,
e velams veikt elementaros parveidojumus ta, lai
— izslegtu pec iespejas vairak nezinamos,
— samazinatu vienadojumu pakapes vai lielumu leksikografis-
kaja sakartojuma (multipakapi).

1960.gados tika izstradata teorija, kas atrisinaja Sadas problemas
konstruktiva veida - Grobnera bazu teorija (1965.g, B.Buhbergers).
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2.5.1. Algoritms

1. Veikt dalisanas ar atlikumu, lai iegtitu polinomus, kas ir pec
iespejas mazaki leksikografiskaja sakartojuma.

2. Atrast mazako polinomu S-polinomus, atgriezties uz soli 1), ja
nepiecieSams.

3. Ja nav iespgjams iegtit mazakus polinomus veicot daliSanas un
S-operacijas, tad apskatit PVS, ko veido mazakie polinomi, me-
ginat atrisinat So sistemu.
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3. T7.majasdarbs

3.1. Obligatie uzdevumi

7.1 Atrast f redukciju mod g, ja
(a) f=X3+XY2+Y3 g=X-Y, virsQ, X =Y,
(b) f= X%+ X2Y222 + Y472, g= XYZ + 1, virs Fy, X =
Y - Z.
7.2 Atrast vismaz vienu f redukciju mod (g1, ¢2), ja
(a) f=X3+XY24+Y3 g1 =X+Y,go=Y +1, virs Q,
X =Y,
) f=X34+Y3+23, g1=X+Y +Z, go=Y + Z, virs Fa,
X=Y =27
7.3 Meginat atrisinat dotas PVS.
X2+Y2+272%2=0
(a) X-Y+Z=0 , virs R.
X+Y2=0
(b) { XZ-2Y+1=0
XYZ+YZ+Z=0
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2— =
(){X 2Y +1=0 Vs R

XY+Z-1=0X-Y -22=0"
3.2. Paaugstinatas grutibas un petnieciska rakstu-

ra uzdevumi

7.4
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