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Lekcijas mērķis: definēt vairāku argumentu polinomu gredzenus
(VAPG), to svar̄ıgākos pal̄ıgjēdzienus.

Lekcijas kopsavilkums:
• var definēt vairāku argumentu polinomu gredzenus (VAPG),

• VAPG var definēt vairākus viena argumenta polinomu jēdzienu
analogus;

• VAPG var ieviest monomu un polinomu sakārtojumu;

• VAPG ir spēkā integralitātes un VFG ı̄paš̄ıbas analoǧiski viena
argumenta polinomu gad̄ıjumam.

Svar̄ıgākie jēdzieni: n-argumentu polinomu gredzens, monoms,
terms, multipakāpe, pakāpe, homogēns polinoms, monomu leksikogrā-
fiskais sākārtojums, polinoma vecākais terms, polinoma multipakāpe,
polinomu leksikogrāfiskais sakārtojums, polinomu faktorizācija.

Svar̄ıgākie fakti un metodes: divu n-argumentu polinomu vie-
nād̄ıba, monomu leksikogrāfiskā sakārtojuma ı̄paš̄ıbas, VAPG inte-
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gralitāte un viennoz̄ımı̄gā faktorizācija, pakāpju un multipakāpju ı̄pa-
š̄ıbas, leksikogrāfiski dilstošu monomu un polinomu virkņu gal̄ıgums,
vecākā terma multiplikativitātes ı̄paš̄ıba.
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1. Vairāku argumentu polinomi

1.1. Defin̄ıcijas

1.1.1. Polinomu gredzeni

R - komutat̄ıvs unitārs gredzens. Konstruēsim viena argumenta
polinomu gredzenu virs R[X] - iegūsim gredzenu R[X][Y ].

R[X][Y ] elementi ir izsakāmi formā
k∑

j=0

bjY
kj =

k∑

j=0

( n∑

i=0

aijX
i
)
Y j =

n,k∑

i=0,j=0

aijX
iY j .

R[X][Y ] ar definētajām summas un reizināšanas operācijām sauc
par divu argumentu polinomu gredzenu virs R un apz̄ımē ar R[X, Y ].

Iterējot šo konstrukciju iegūst n-argumentu polinomu gredzenu
virs R - R[X1, ..., Xn] = R[X1, ..., Xn−1][Xn].
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Argumentus var apz̄ımēt vismaz divos veidos:
• X1, X2, ..., Xn;

• X = X1, Y = X2, Z = X3, ....

Par n-argumentu monomu sauc polinomu formā Xi1
1 ...Xin

n .

Parasti katrā monomā argumentus raksta noteiktā kārt̄ıbā.

1.1. piemērs. X2X
4
3X2

1 99K X2
1X2X

4
3 .

Par n-argumentu polinoma locekli (termu) sauc polinomu formā
aXm1

1 ...Xmn
n , a ∈ R.

Monomu Xi1
1 ...Xin

n apz̄ımē ar̄ı ar Xµ, kur µ = (i1, i2, ..., in) var
domāt kā vektoru ar nenegat̄ıvām veselām koordinātēm - multipakāpi.
Šādā pierakstā

m1,m2,...,mn∑

i1=0,i2=0,...,in=0

ai1i2...in
Xi1

1 Xi2
2 ...Xin

n =
∑

µ

aµXµ, kur µ ir vektors.
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Divi n-argumentu polinomi ir vienādi ⇐⇒ tiem ir vienādi visi
monomu koeficienti.

1.1.2. Pakāpe

Definēsim monoma Xµ = Xi1
1 ...Xin

n pakāpi deg(Xµ) = |µ|:
deg(Xµ) = deg(Xi1

1 ...Xin
n ) = i1 + ... + in.

Par terma pakāpi sauc tam atbilstošā monoma pakāpi.

Par n-argumentu polinoma f pakāpi sauc maksimālo monoma
pakāpi, apz̄ımēsim to ar deg(f).

n-argumentu polinomu sauc par homogēnu m-tās pakāpes poli-
nomu, ja katra monoma pakāpe ir vienāda ar m.

1.2. piemērs. X2Y + Z3 - homogēns 3.pakāpes polinoms.
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1.1.3. Monomu leksikogrāfiskais sakārtojums

VAPG monomus ir lietder̄ıgi sakārtot noteiktā kārt̄ıbā atkar̄ıbā no
to argumentu pakāpēm.

1.3. piemērs. Ja n = 1, tad monomi un termi tiek kārtoti pakāpes
diľsanas kārt̄ıbā.

Definēsim monomu leksikogrāfisko sakārtojumu. Teiksim, ka

Xµ Â Xλ Def⇐⇒ µ− λ = (0, ..., 0, t︸︷︷︸
>0

, ...︸︷︷︸
jebkādi

),

nuļļu virkne var būt ar̄ı tukša. Citiem vārdiem, sakot, vektoram µ−λ
pirmais nenulles elements no kreisās malas ir pozit̄ıvs.

Definēsim
• Xµ ³ Xλ Def⇐⇒ µ = λ.

• Xµ º Xλ Def⇐⇒ Xµ Â Xλ ∨ Xµ ³ Xλ.
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1.4. piemērs. X1 Â X2 Â X3 Â ... Â Xn, X1X2 Â Xn
2 , ∀ n.

1.1. teorēma. Monomu leksikogrāfiskais sakārtojums apmierina šādas
ı̄paš̄ıbas:

1. ¹ ir daļējs sakārtojums (refleks̄ıvs, antisimetrisks, tranzit̄ıvs);

2. ¹ dihotomisks (jebkuri divi monomi ir sal̄ıdzināmi);

3. 1 ¹ Xµ (konstantais monoms ir vismazākais),

4. Xλ ¹ Xµ =⇒ XλXν ¹ XµXν , ∀ ν (reizināšana saglabā
kārt̄ıbu).

PIERĀDĪJUMS
1.
• Refleksivitāte - Xµ ¹ Xµ ∀ µ.

• Antisimetrija -
{

Xµ ¹ Xλ

Xλ ¹ Xµ =⇒ µ− λ = 0 =⇒ µ = λ.

• Tranzitivitāte -
{

Xλ ¹ Xµ

Xµ ¹ Xν =⇒
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µ− λ = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
v nulles

, t, ...),

ν − µ = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
w nulles

, u, ...), =⇒

ν − λ = ( 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
min(v,w) nulles

, w, ...) =⇒ Xλ ¹ Xν .

2. Dihotomija - jebkuri monomi ir sal̄ıdzināmi, to nosaka pirmais
atšķir̄ıgais argumentu pāris no kreisās malas.

3. 1 = X(0,...,0) =⇒ 1 ¹ Xµ ∀ µ.

4. Xλ ≺ Xµ =⇒ µ− λ = (0, ..., 0, t, ...).




XλXν = Xλ+ν

XµXν = Xµ+ν

(µ + ν)− (λ + ν) = µ− λ
=⇒ XλXν ≺ XµXν . ¥
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Definēsim nenulles termu leksikogrāfisko sakārtojumu:

aXµ º bXλ Def⇐⇒ Xµ º Xλ.

Polinomus parasti uzdosim sakārtojot termus leksikogrāfiski dil-
stošā kārt̄ıbā.

1.5. piemērs.
(
X2

3 −X1X2 + X3
2

)
−→

(
−X1X2 + X3

2 + X2
3

)
.

Polinoma f vecākais terms H(f) - f lielākais terms leksikogrāfis-
kajā sakārtojumā.

Polinoma f multipakāpe multideg(f) - f vecākā terma multi-
pakāpe.

1.6. piemērs. X1 Â X2 Â X3 =⇒ H(X2 + X2
1X2

2 + 3X4
1 ) = 3X4

1 ,
multideg= (4, 0, 0).

X Â Y Â Z =⇒ H(Z3 + Y 2 −X) = −X, multideg= (1, 0, 0).
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1.1.4. Polinomu sakārtojums

Ja ir dots VAP f , tad tā termus var sakārtot dilstošā kārt̄ıbā
attiec̄ıbā uz leksikogrāfisko sakārtojumu.

Monomu un termu leksikogrāfiskais sakārtojums inducē polinomu
leksikogrāfisko sakārtojumu šādā veidā.

Pieņemsim, ka
{

f = f1 + f2 + ..., kur fi Â fi+1

g = g1 + g2 + ..., kur gi Â gi+1.

Ideja: lasām abus polinomus no kreisās malas un atrodam pirmo
atšķir̄ıbu.

Definēsim f Â g, ja eksistē tāds l ≥ 1, ka
• fi ³ gi, visiem 1 ≤ i < l,

• fl Â gl.

Definēsim f ³ g, ja f un g monomu kopas ir vienādas (ar pre-
cizitāti l̄ıdz koeficientiem).
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1.7. piemērs.
(X2

1 + X1X2 + X2
2 ) Â (X2

2 + X1 + X5
2 ).

(X2
1 + X1X2 + X2

2 + X2) Â (X2
2 + X1X2 + X2

1 + 1).

1.1. piez̄ıme. Tā kā reizināšana ar monomu saglabā monomu kārt̄ı-
bu, tad polinoma reizināšana ar monomu saglabā tā monomu kārt̄ıbu.

1.8. piemērs. (X1 + X3
2︸ ︷︷ ︸

dilstoša

)X2 = X1X2 + X3
2︸ ︷︷ ︸

dilstoša

.

1.1.5. Faktorizācija un saknes

f, g ∈ R[X1, ..., Xn]. Teiksim, ka f dalās ar g, ja ∃ h ∈ R[X1, ..., Xn] :

f = gh.

1.9. piemērs. X + Y
∣∣∣X4 + Y 4 virs F2, jo

X4 + Y 4 = (X + Y )4.
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X2 + XY + 2Y 2
∣∣∣X4 + Y 4 virs F3, jo

X4 + Y 4 = (X2 + XY + 2Y 2)(X2 + 2XY + 2Y 2).

X4 + Y 4 ir nedalāms virs Z.

Elementu virkne (a1, ..., an) ∈ Rn ir nekonstanta polinoma f ∈
R[X1, ..., Xn] atrisinājums, ja

f(a1, ..., an) = 0.

Vairāku argumentu polinomiem nav Bezout teorēmas analoga.

VAP virs bezgal̄ıga lauka var būt bezgal̄ıgi daudz atrisinājumu.

1.10. piemērs. Vienādojumam X + Y = 0 ir bezgal̄ıgi daudz atrisi-
nājumu virs ∀ bezgal̄ıga lauka.
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1.2. Pamatfakti

1.2.1. Integralitāte un faktorizācija

1.2. teorēma.
1. R ir IG =⇒ R[X1, ..., Xn] ir IG.

2. R ir VFG =⇒ R[X1, ..., Xn] ir VFG.

PIERĀDĪJUMS Iepriekš tika minēti šādi apgalvojumi:
• R ir IG =⇒ R[X] ir IG,

• R ir VFG =⇒ R[X] ir VFG.

Izmantosim matemātisko indukciju ar parametru n.

Indukcijas bāze Ja n = 1, tad viss ir pierād̄ıts.

Indukcijas solis Pieņemsim, ka apgalvojumi ir pierād̄ıti ∀ n < m.

R[X1, ..., Xm−1] = R - IG, V FG =⇒
Saturs Sākums Beigas J I Atpakaļ Aizvērt Pilns ekrāns
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R[Xm] = R[X1, ..., Xm−1][Xm] = R[X1, ..., Xm−1, Xm] - IG, V FG.¥

1.2. piez̄ıme. R[X1, ..., Xn] ir VFG =⇒ ∃ LKD un MKD.

1.2.2. Pakāpes un sakārtojumi

1.3. teorēma. R ir IG.
1. ∀ f ∈ R[X1, ..., Xn] var viennoz̄ımı̄gi izteikt homogēnu polinomu

summas veidā.

2. deg(fg) = deg(f) + deg(g).

3. deg(f + g) ≤ max(deg(f), deg(g)).

4. mdeg(fg) = mdeg(f) + mdeg(g).

5. mdeg(f + g) ¹ max(mdeg(f), mdeg(g)).

PIERĀDĪJUMS
1. Grupēsim locekļus atkar̄ıbā no to pakāpēm.
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17

2. Sadal̄ısim f un g homogēnajās daļās un apskat̄ısim vecāko
termu reizinājumu. Tas nav nulle, jo R[X1, ..., Xn] ir IG. Tā pakāpe
ir deg(f) + deg(g).

3. Sadal̄ısim f un g homogēnajās daļās un apskat̄ısim to summas.

4. Apskat̄ısim vecāko termu reizinājumu.

5. Pierād̄ıjums l̄ıdz̄ıgs viena argumenta polinomiem. ¥

1.4. teorēma.
1. Jebkura stingri dilstoša termu virkne a1X

µ1 Â a2X
µ2 Â ... ir

gal̄ıga.

2. Jebkura stingri dilstoša polinomu virkne f1 Â f2 Â ... ir gal̄ıga.

PIERĀDĪJUMS
1. Xµi Â Xµi+1 =⇒ pakāpju vektoram µi+1 vismaz viena ko-

ordināte ir mazāka nekā vektoram µi. Pakāpju vektoru koordinātes
nevar būt negat̄ıvas. Pēc gal̄ıga skaita soļiem tiks sasniegts vektors
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(0, ..., 0), par kuru mazākam vektoram vismaz viena koordināte ir
negat̄ıva =⇒ dilstoša monomu virkne nevar būt bezgal̄ıga.

2. fi Â fi+1 =⇒ polinomam fi+1 vismaz viens monoms ir mazāks
nekā polinomam fi. Pēc gal̄ıga skaita soļiem tiks sasniegts polinoms
0, par kuru mazāks polinoms neeksistē =⇒ dilstoša polinomu virkne
nevar būt bezgal̄ıga. ¥

1.5. teorēma. f1, ..., fm ∈ R[X1, .., Xn]. Tad

H(f1f2...fm) = H(f1)H(f2)...H(fm).

PIERĀDĪJUMS
1.solis. Divi reizinātāji.
Pierād̄ısim, ka

H(fg) = H(f)H(g).
Pieņemsim, ka f un g monomi ir sakārtoti diľsanas kārt̄ıbā:
{

f = f1 + f2 + ..., kur f1 = H(f), fi Â fi+1,
g = g1 + g2 + ..., kur g1 = H(g), gi Â gi+1

=⇒
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fg =
∑

i,j

figj

{
figj Â figk, ja j < k,
figj Â flgj , ja i < l

=⇒ H(fg) = f1g1 = H(f)H(g).

2.solis. Patvaļ̄ıgs reizinātāju skaits.
Izmantojam matemātisko indukciju ar parametru m.

Pieņemsim, ka apgalvojums ir spēkā visiem m < l. Tad

H(f1f2...fl) = H
(
(f1...fl−1)fl

)
= H(f1...fl−1)︸ ︷︷ ︸

indukcijas pieņēmums

H(fl) =

H(f1)...H(fm−1)︸ ︷︷ ︸
indukcijas pieņēmums

H(fl).¥
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2. 6.mājasdarbs

2.1. Obligātie uzdevumi

6.1 Sakārtot dotos monomus augošā leksikogrāfiskajā kārt̄ıbā, uz-
skatot, ka X Â Y Â Z:

X2Y, Y 3, XY Z, X2Z4, Y 2Z3, 1, Z2.

6.2 Atrodiet visus termus, kas ir mazāki nekā X2
1X2X

2
3 VAPG

F2[X1, X2, X3].

6.3 Sakārtot dotos polinomus dilstošā leksikogrāfiskajā kārt̄ıbā, uz-
skatot, ka X Â Y Â Z:

X2Y 2 + XY 3 + XY + Y,

X3 + X2Y 2 + XY 3 + Y 2,

X2Y 2 + X2 + XY + Y,

X3 + X2Y + XY 2 + Y 2.
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21

6.4 Atrodiet visus polinomus, kas ir mazāki nekā X2
1 +X2X3 VAPG

F2[X1, X2, X3].

2.2. Paaugstinātas grūt̄ıbas un pētnieciska rakstu-
ra uzdevumi
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