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Lekcijas merkis: definet vairaku argumentu polinomu gredzenus
(VAPG), to svarigakos paligjedzienus.

Lekcijas kopsavilkums:
e var definet vairaku argumentu polinomu gredzenus (VAPG),

e VAPG var definét vairakus viena argumenta polinomu jédzienu
analogus;

e VAPG var ieviest monomu un polinomu sakartojumu;

e VAPG ir speka integralitates un VFG 1pasibas analogiski viena
argumenta polinomu gadijumam.

Svarigakie jedzieni: n-argumentu polinomu gredzens, monoms,
terms, multipakape, pakape, homogens polinoms, monomu leksikogra-
fiskais sakartojums, polinoma vecakais terms, polinoma multipakape,
polinomu leksikografiskais sakartojums, polinomu faktorizacija.

Svarigakie fakti un metodes: divu n-argumentu polinomu vie-
nadiba, monomu leksikografiska sakartojuma Ipasibas, VAPG inte-
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gralitate un viennozimiga faktorizacija, pakapju un multipakapju Ipa-
§ibas, leksikografiski dilstoSu monomu un polinomu virknu galigums,
vecaka terma multiplikativitates 1pasiba.
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1. Vairaku argumentu polinomi

1.1. Definicijas

1.1.1. Polinomu gredzeni

R - komutativs unitars gredzens. Konstruesim viena argumenta
polinomu gredzenu virs R[X] - iegisim gredzenu R[X]|[Y].

R[X][Y] elementi ir izsakami forma

k k n n,k
SIS 310 SRY D SRR
7=0 j=0 =0 i=0,5=0

R[X][Y] ar definetajam summas un reizinasanas operacijam sauc
par divu argumentu polinomu gredzenu virs R un apzimé ar R[X,Y].

Iterejot So konstrukciju iegust n-argumentu polinomu gredzenu
virs R - R[ X1, ..., X,] = R[ X1, ..., X5i_1][X0]-
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Argumentus var apzimét vismaz divos veidos:
i XlaX27"'7X7L;
L] X:Xl,Y:XQ,Z:Xg,....

Par n-argumentu monomu sauc polinomu forma X fl X
Parasti katra monoma argumentus raksta noteikta kartiba.
1.1. piemers. X2X§X12 -3 X%Xngl.

Par n-argumentu polinoma locekli (termu) sauc polinomu forma
aX{M.. X", a€R.

Monomu Xj'... X% apzime arT ar X, kur u = (i1, 42, ...,4,) var
domat ka vektoru ar nenegativam veselam koordinatem - multipakapi.
Sada pieraksta

mi,ma,...,Mp

E iyig. iy Xt X2 X = z:aHX"7 kur p ir vektors.
11=0,i2=0,...,i, =0 Iz
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Divi n-argumentu polinomi ir vienadi <= tiem ir vienadi visi
monomu koeficienti.
1.1.2. Pakape
Definésim monoma X# = X!, X’ pakapi deg(X*) = |ul:
deg(X*) = deg(X('.. X)) =iy + ... iy,

Par terma pakapi sauc tam atbilstosa monoma pakapi.

Par n-argumentu polinoma f pakapi sauc maksimalo monoma
pakapi, apzimesim to ar deg(f).

n-argumentu polinomu sauc par homogénu m-tas pakapes poli-
nomu, ja katra monoma pakape ir vienada ar m.

1.2. piemérs. X2Y + Z3 - homogens 3.pakapes polinoms.
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1.1.3. Monomu leksikografiskais sakartojums
VAPG monomus ir lietderigi sakartot noteikta kartiba atkariba no

to argumentu pakapem.

1.3. piemers. Ja n = 1, tad monomi un termi tiek kartoti pakapes
dilsanas kartiba.

Definesim monomu leksikografisko sakartojumu. Teiksim, ka

Xt xN 2L =00, ¢, ),
=~

>0 jebkadi
nullu virkne var but art tuksa. Citiem vardiem, sakot, vektoram p— A

pirmais nenulles elements no kreisas malas ir pozitivs.

Definésim
o Xt x> 24 ©w=A
o Xt XN 2L xuo xx oy xr = XN
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1.4. piemers. X; > Xo > X3 > ... = X, X1 X9 > X3, Vn.

1.1. teorema. Monomu leksikografiskais sakartojums apmierina sadas
Tpasibas:
1. < ir dalgjs sakartojums (refleksivs, antisimetrisks, tranzitivs);

2. < dihotomisks (jebkuri divi monomi ir salidzinami);
3. 1 <% X* (konstantais monoms ir vismazakais),
4. XM = X+ = X*X¥ < XHXY Vv (reizinasana saglaba

karttbu).
PIERADIJUMS
1.
o Refleksivitate - X* < X* V p.
. .. Xr =< XA B B
e Antisimetrija - { XA < xn — u—-A=0 = pu=M\
e XA =< xn
o Tranzitivitate - { X< XV e
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w—A=1(0,...,0,¢,..),
———
v nulles
v—pu=(0,..,0,u,..), -
——

w nulles

Vo A=( 0,0 ,w,..) — X)=<X".
S~——
min(v,w) nulles

2. Dihotomija - jebkuri monomi ir salidzinami, to nosaka pirmais
atskirigais argumentu paris no kreisas malas.

3.1=X00) — 1 X1V p.

4. XA < XMt = p—A=(0,...,0,t,..).

X)\Xu — X>\+u
XBXV = X1t — XX < X'X". W

(Htv)—A+v)=p—2A
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Definésim nenulles termu leksikografisko sakartojumu:
aX* = bx* EL xr e x
Polinomus parasti uzdosim sakartojot termus leksikografiski dil-
stosa kartiba.
1.5. piemers. (X§ - X1 X+ Xg’) — ( - X1 X0+ X3+ X§>

Polinoma f vecakais terms H(f) - f lielakais terms leksikografis-
kaja sakartojuma.

Polinoma f multipakape multideg(f) - f vecaka terma multi-
pakape.

1.6. piemers. X; = Xy = X3 — H(X2 + X7X7 +3X7}) = 3X7,
multideg= (4,0, 0).

XY =27 = H(Z>+Y? - X)=—-X, multideg= (1,0,0).
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1.1.4. Polinomu sakartojums

Ja ir dots VAP f, tad ta termus var sakartot dilstosa kartiba
attieciba uz leksikografisko sakartojumu.

Monomu un termu leksikografiskais sakartojums induce polinomu
leksikografisko sakartojumu sada veida.

Pienemsim, ka f=hH+fo+.., kur fi = fira
g=g1+g2+ .., kur g; = git1.
Ideja: lasam abus polinomus no kreisas malas un atrodam pirmo
atskiribu.

Definesim f > g, ja eksiste tads [ > 1, ka

o fi=<g;, visiem 1 <i<I,

* fi-a.

Definesim f =< ¢, ja f un g monomu kopas ir vienadas (ar pre-
cizitati lidz koeficientiem).
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1.7. piemers.
(XT + X1 Xo + X3) = (X3 + X1 + X3).
(X7 + X1 X2 + X5 + Xa) = (X3 + X1 Xo + XT + 1),

1.1. piezime. Ta ka reizinaSana ar monomu saglaba monomu karti-
bu, tad polinoma reizinasana ar monomu saglaba ta monomu kartibu.

1.8. piemars. (X; + X3)X, = X1 Xo + X35,
N—— ——

dilstosa dilstosa

1.1.5. Faktorizacija un saknes
fyg € R[Xq,..., X,;]. Teiksim, ka f dalasar g,ja3h € R[Xy, ..., X,] :
f=gh.
1.9. piemérs. X + Y| X* +Y* virs Fy, jo
X' +vi=(X+Y)

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



14
X%+ XY 4+ 2Y2| X% + Y virs Fs, jo
X4Vt = (X2 + XY +2Y%)(X? +2XY +2Y?).

X* 4+ Y* ir nedalams virs Z.

Elementu virkne (aq,...,a,) € R™ ir nekonstanta polinoma f €
R[X;,..., X,] atrisinajums, ja

flat,...,a,) =0.

Vairaku argumentu polinomiem nav Bezout teorémas analoga.
VAP virs bezgaliga lauka var bt bezgaligi daudz atrisinajumu.

1.10. piemers. Vienadojumam X + Y = 0 ir bezgaligi daudz atrisi-
najumu virs V bezgaliga lauka.
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1.2. Pamatfakti

1.2.1. Integralitate un faktorizacija

1.2. teorema.
1. Rir IG = R[Xl,...,Xn} ir IG.

2. Rir VFG = R[X1, ..., X, ir VFG.

PIERADIJUMS Ieprieks tika mineti sadi apgalvojumi:
e RirIG = R[X]ir IG,
e Rir VFG = R[X] ir VFG.

Izmantosim matematisko indukciju ar parametru n.
Indukcijas baze Ja n = 1, tad viss ir pieradits.

Indukcijas solis Pienemsim, ka apgalvojumi ir pieraditi V n < m.
R[Xl, ~~7Xm71] =R - IG, VFG —
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R[Xm] = RIX1, s Xpno1][Xm] = RIX1, .., Xone1, Xn] - IG, VFG.H

1.2. piezime. R[X,...,X,] ir VFG — 3 LKD un MKD.

1.2.2. Pakapes un sakartojumi

1.3. teorema. R ir IG.
1. V f € R[Xy, ..., X;,] var viennozimigi izteikt homogenu polinomu
summas veida.

deg(fg) = deg(f) + deg(g).

deg(f + g) < max(deg(f),deg(g)).
mdeg(fg) = mdeg(f) + mdeg(g).
mdeg(f + g) = max(mdeg(f), mdeg(g)).

ok o

PIERADIJUMS
1. Grupesim loceklus atkariba no to pakapem.
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2. Sadalisim f un ¢ homogénajas dalas un apskatisim vecako
termu reizinajumu. Tas nav nulle, jo R[X}, ..., X,;] ir IG. Ta pakape

ir deg(f) + deg(g).

3. Sadalisim f un g homogeénajas dalas un apskatisim to summas.

4. Apskatisim vecako termu reizinajumu.

5. Pieradijums lidzigs viena argumenta polinomiem. W

1.4. teorema.
1. Jebkura stingri dilstosa termu virkne aq X*1 = a X#2 = ... ir
galiga.
2. Jebkura stingri dilstosa polinomu virkne f; > fo > ... ir galiga.

PIERADIJUMS

1. X# = X#+1 — pakapju vektoram p,;41 vismaz viena ko-
ordinate ir mazaka neka vektoram p;. Pakapju vektoru koordinates
nevar biit negativas. Peéc galiga skaita soliem tiks sasniegts vektors
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(0,...,0), par kuru mazakam vektoram vismaz viena koordinate ir
negativa —> dilstoSa monomu virkne nevar biit bezgaliga.

2. f; = fix1 = polinomam f; 11 vismaz viens monoms ir mazaks
neka polinomam f;. Pec galiga skaita soliem tiks sasniegts polinoms
0, par kuru mazaks polinoms neeksiste = dilstosa polinomu virkne
nevar bit bezgaliga. B

1.5. teorema. fi,..., [, € R[X1,.., X,]. Tad
H(f1fao-fm) = H(f1)H(f2)... H(fm)-

PIERADILJUMS
1.solis. Divi reizinataji.
Pieradisim, ka
H(fg) =H(f)H(g).
Pienemsim, ka f un g monomi ir sakartoti dilsanas kartiba:
{ f=hh+fot.., kur fi =H(f), fi = fir1,
g=g1+g2+ ..., kur g1 = H(g),9i = git1
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f9=>_ fig;
,J
figj = figr, ja j <k,

T — H = =H(f)H(g).
{ G hoelnis (9) = hion = H(NM(a)
2.solis. Patvaligs reizinataju skaits.
Izmantojam matematisko indukciju ar parametru m.
Pienemsim, ka apgalvojums ir speka visiem m < [. Tad

H(fifoof) = H((frfi) i) = Hfafin) M) =

indukcijas piepémums

19

H(f1).. H(fm-1) H(f;).N
|

indukcijas piepémums
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2. 6.majasdarbs

2.1. Obligatie uzdevumi

6.1 Sakartot dotos monomus augosa leksikografiskaja kartiba, uz-
skatot, ka X =Y = Z:

X2y, Y3, XY Z,X?72*Y?Z3 1, Z°.
6.2 Atrodiet visus termus, kas ir mazaki neka X?X,X2 VAPG
Fa[X1, X2, X3].

6.3 Sakartot dotos polinomus dilstosa leksikografiskaja kartiba, uz-
skatot, ka X »~ Y >~ Z:

X2Y?2 + XY3 4+ XY 4+,
X3+ X2Y2 4+ XY3 42,
X2Y?2 4+ X2+ XY +Y,
X3+ XY + XY?2 +Y2
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6.4 Atrodiet visus polinomus, kas ir mazaki neka X7+ X, X3 VAPG
Fo[ X1, X2, X3].

2.2. Paaugstinatas gritibas un petnieciska rakstu-
ra uzdevumi
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