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Lekcijas merkis - apgut pamatfaktus par polinomu faktorizaciju
virs Z un Q.

Lekcijas kopsavilkums:

e polinoms ar veseliem koeficientiem ir nedalams virs Z tad un
tikai tad, ja tas ir nedalams virs Q;

e ir lietderigi petit polinomu redukcijas mod p;

e var faktorizet polinomus virs Z vai Q izmantojot Kronekera al-
goritmu.
Svarigakie jedzieni: polinoma redukcija mod p.

Svarigakie fakti un metodes: Z[X] ir VFG un Eiklida gredzens,
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satura multiplikativitate, faktorizacijas ekvivalence virs Z un Q, racio-
nalas saknes tests, faktorizacijas mod p Ipasibas, Eizensteina kritérijs,
Kronekera faktorizacijas algoritms.
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1. Faktorizacija virs Z un Q

1.1. Pamatfakti

1.1.1. Viennozimiga faktorizacija virs Z

1.1. teoréma. Z[X]ir VFG.
PIERADIJUMS B

1.1.2. Skaitlu gredzenu ieklausanas sekas

ZCQCRcCC = ZX|CQX]|]CRX|cCcC[X] = V fe
Z[X] var uzskatit par piederosu Q[X], R[X] vai C[X].

feQX] = Ja€eZ: af € Z[X] - a ir f koeficientu sauceju
MK D daudzkartnis. Papildus tam af ~ f virs Q.

Ja ir zinams polinoma sadalijums virs lielaka lauka, tad izmantojot
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viennozimigas faktorizacijas IpaSibu, var izdarit atbilstosus secinaju-

mus par polinoma faktorizaciju virs Z.

Naivs algoritms polinoma faktorizacijai virs Z vai Q:
1. sadalit polinomu nedalamos reizinatajos virs R vai C;

2. meginat apvienot vairakus nedalamus polinomus reizinajumos
ta, lai V reizinatajs ir virs Z vai Q.

1.1. piemérs. X2 —3 = (X — V3)(X + V3) € Z(Z[X]).

ER[X]
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1.2. Nedalamiba virs Z un Q
7 gadijuma aizvietosim ~ ar = +, jo U(Z) = {—1,1}.

1.2.1. Galvena teorema
1.2. teoréma. f € Z[X]|. f e I(Z[X]) < f € Z(Q[X]).

PIERADIJUMS
|

1.2.2. Secinajumi attieciba uz faktorizaciju

f € Z[X] - faktorizacija virs Q ir tada pati ka faktorizacija virs Z,
ja neskaita konstantos reizinatajus.

f € Q[X] - iespgjamie faktorizacijas algoritmi:
e var meginat faktorizet f virs @,
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e var reizinat f ar a € Z: af € Z[X], tad faktorizet af virs Z:

1
af =g1gm €LX] = f= a(glmgm) € Q[X].

1.3. Racionalas saknes tests
1.3. teorema. (Racionalas saknes tests) f(X) = Y. fiX' € Z[X],
1=0
LEKD(r,s) = 1, 7 #0, f(f) — 0. Tad
S
fo;

-

1. r

2. s

PIERADIJUMS 1., 2. Vienadibu f(i) = 0 reizinasim ar s™:
S

() () e (=0

S
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=0(mod r)
Jar™ + fnflrn_ls + ...+ flrsn_l + fos

=0(mod s)
Apskatisim redukcijas mod r un s

fos™ = 0(mod )
{ frur™ = 0(mod s).

LKD(r,s) =1 —> { el

s € U,.
— { fos™ (s = fo=0- (s
far™ - (r

) = 0(mod r)
(rhr=f,=0-(r~1)" =0(mod s).
1.2. piemers. Méginasim faktorizet f = 2X* -5X3+6X2%2 —10X +4
r/sir f sakne = r|4 un s|2

Iespejamas racionalas saknes ir +4, £2, £1, +1/2

) ) .
Ar tiesu parbaudi atrodam, ka saknes ir 2 un 1/2
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1 :
Izdalot f ar (X — E)(X — 2), ieglistam

f=(X - %)(X Z2)(2X% 4 4) = (2X — 1)(X — 2)(X2 +2).

1.4. Factorizacija mod p un tas pielietojumi
1.4.1. Polinoma redukcija mod p

peP f=> a; X' € Z[X]. Par f redukciju mod p sauc polinomu
i=1
Iflp = Z[ai}pXi € F,[X], kur [a;], ir a; redukcija mod p.
i=1
1.3. piemeérs. f = X3 —3X%2+6X — 1.
[fla=X3+X?+1.
[fls = X3+2.
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Vopo [(X+1)P], = XP+1.

1.4.2. Galvena teorema
1.4. teorema. f,g € Z. Tad

L [f+glp=I[flp+[9]p, VP EP.
2. [fg]p = [ﬂp[g]p» Vpel.

PIERADIJUMS Viegli redzet sakot no piemeriem. W

1.5. teoréma. f € Z[X] ir normalizéts polinoms.

1
L [ ¢I(Z[X)) = [f], ¢ Z(E,[X]), ¥ p € P.
2. 3p: [fly € IEX]) = f € I(Z[X)).

PIERADIJUMS
1. Seko no ieprieksejas teorémas:

f=gheZX] = [flp = lglp[h]y € Fp[X],V p € P.
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2. Kontrapozicijas likums piemerots pirmajam apgalvojumam. Bl

1.4. piemers. f = X* —3X3 +6X%2 +4X +7.

p=2[flo = X*+ X +1cI(F[X]) = fcI(ZX).

1.4.3. Eizensteina kriterijs

1.6. teorema. f= ) fiX'€Z[X],IpeP:
i=0

o fn ;7;0(1110(1 p)
e Vi<n: fi=0(mod p),

o fo # 0(mod p?).
Tad f € I(Z[X)).

PIERADIJUMS Reducgjot mod p, iegiisim, ka
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[flp = fulp X" = cX™.

ey
f=gheZ[X] -
{ deg(g) >0, deg(h) >0~ Ul =lolplhly € Fp[X] =

1.5. piemers. X% — 3X?2 + 6X — 3 € I(Z[X]), jo visi koeficienti,
iznemot vecako, dalas ar p = 3, bet brivais loceklis nedalas ar 3% = 9.

Dazreiz var meginat izmantot argumenta linearu substituciju -
nobidi: X2 —9X +11 = (X - 12 +3(X —1)2 -6(X —1) +3 -
nedalams, p = 3.
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X? — 8 nedalamibu nevar pieradit ar Eizensteina kritériju ne ar
kadu nobidi.

1.1. piezime. Izmantojot Eizensteina kritériju, var pieradit, ka Z[X]
(un tatad art Q[X]) nedalamu polinomu pakapes nav ierobezotas.
Piemeram, V n polinoms X" + 2X + 2 ir nedalams.

1.5. Kronekera faktorizacijas algoritms

1.5.1. Ievads

Kronekera algoritms ir algoritms, ar kura palidzibu var faktorizet
polinomus virs Z[X], un tatad arT virs Q[X].

Tas ir rupja spéka jeb izsmelosas parlases tipa algoritms - tiek
noteikta galiga kopa, kuras visus elementus parskatot, tiek atrisinats
uzdevums.

Atzimesim sadus faktus:
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o feZ[X], degf = n ir dalams = 3 f dalitajs g : degg <
n
[5] = [ - meklésim sadu f dalitaju g,
e degg <l = g ir viennozimigi noteikts ar savam vertibam [+ 1
punktos, §adu polinomu var atrast ar Lagranza interpolacijas
formulas palidzibu - pietiek zinat g vertibas [ 4+ 1 punktos,

o f=gh = g(c)’f(c) Y ¢ € Z - izvelesimies | + 1 ¢ vertibas un

parbaudisim visus f(c) dalitajus ka iespéjamas g(c) vertibas.
1.5.2. Algoritms

f € Z[X], deg(f) = n. Apzimesim [g} ar .

1. Izvelesimies [+ 1 veselu punktu virkni C = (co, ..., ¢;), pieméram,
(0,1,...,1) vai (0,£1,42,...) (lai atvieglotu skaitlosanu, velams
izveleties péc iespejas mazakus skaitlus).
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2. Ja kadam ¢ izpildas f(c¢;) = 0 (nejausi trapyjam uz f saknes),
tad izdalam f ar X — ¢; un atgriezamies uz soli 1 ar polinomu

I
(X — Ci).

3. Atradisim virkni f(C) = (f(co), ...,f(cl)) (velams panakt, lai
f(C) elementi ir mazi un tiem ir maz dalitaju).

4. Pectecigi apskatisim visas virknes D = (dy, ..., d;), kur d;| f(c;):

(a) ar Lagranza interpolacijas formulas palidzibu konstruésim
polinomu gp, kuram izpildas nosacijums

gplci) =di,Vi: 0<i<lI,
gp € Z[X]

(b) ja deggp >0 — atkartoti pielietojam Kronekera
gp|f virs Z

algoritmu polinomiem gp un —,
gD
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(c) ja gp € Z[X] vai gp 1 f virs Z, tad parejam uz nakamo
virkni D.
5. Ja pec visu virknu D apskatiSanas nav atrasts neviens f dalitajs,
tad f ir nedalams.

1.6. piemers. Faktorizesim virs Z polinomu
f=X"—4X3+3X% 42X — 1.
f ir dalams = 3 f dalitajs, kura pakape neparsniedz 2.
Izvelesimies 3 punktu virkni C = (0,1, 2).
Atradisim f(C) = (f(0), f(1), f(2)) = (-1,1,-1).
Jaapskata 8 virknes, jo V virknes f(C) elementam ir 2 veseli dalitaji:

(1 1,1 )7 (1a1a_1)7 (17_1a1)7 (17_17_17)7 (_1a1a1))’ (_1’1’_1)7

9 ) )

(_17 _1a 1)5 (_17 _17 _1)
1. D =(1,1,1), 8aja gadijuma polinoms ir konstants.
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2. D=(1,1,-1),

; (X DX -2)

e N ()
Taooa-y TV Eogeoy X FAL
f

f— = —X? + 3X — 1. Parbaudot kvadratvienadojumu saknes,
D
redzam, ka —X2 + X +1 un —X?2 + 3X — 1 ir nedalami virs Z,
tapec uzdevums ir atrisinats un

f=(X?-X-1)(X?-3X +1).
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2. 5.majasdarbs

2.1. Obligatie uzdevumi
5.1 f € Q[X] ir nedalams. Pieradit, ka vienadojumam
f(z) =0
nav vairakkartigu saknu lauka C. (Noradijums: izmantojiet
kvadratbrivas faktorizacijas formulu, pieradiet, ka LK D(f, ') =
1).
5.2 Faktorizet polinomus virs QQ izmantojot racionalo saknu testu.
(a) 3X2 —5X —2;
(b) 24X3 +14X2 —7X — 3;
(c) 72X* +102X3 — 37X? — 48X — 9.
5.3 Izmantojot Kronekera algoritmu sadalit polinomus nedalamajos
reizinatajos virs Z:
(a) 2X* —13X3 4+ 25X? — 14X + 2,
(b) X®—9X5+29X*—39X3 +17X2 +3X — 1.
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5.4 Pieradiet, ka dotie polinomi ir nedalami virs Z:
(a) X3 —2X?+4X — 4 (mod 3),
(b) X* —10X2 +6X2 — 12X + 6 (Eizensteina kriterijs),
(c) X3?— X?—3X +5 (Eizensteina kriterijs ar nelielu nobidi).

2.2. Paaugstinatas griutibas un péetnieciska rakstu-
ra uzdevumi

5.5 (2010.g.Sanktpeterburgas Universitates studentu konkurss,
http://www.mathsoc.spb.ru/konkurs/index.html) a,b € Z ap-
mierina sakaribu a?+ab+b? = 0(mod p), p € P, p > 3. Pieradit,
ka f(a,b) = (a + b)? — a? — b” = O(mod p*). (Noradijums:
pieradiet, ka f(a,b) dalas ar a® + ab + b2, ja p — 1 # 0(mod 3)
un dalas ar (a* + ab + b?)?, jap — 1 = 0(mod 3)).

5.6 Atrodiet visus polinomus f € C[X], kas apmierina funkcionalo
vienadojumu

FX®) + f(X)F(X +1) =0.
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(Noradijums: izmantojiet C[X| VFG ipasibu, meklgjiet f forma
f=a(X —c1)...(X —cm),
apskatit gadijumus ¢ =0, c =1 u.t.t. )
5.7 Nosakiet, vai zemak dotie polinomi ir dalami:
(a) X"+ X +1€Z[X],
(b) X" +tX +1€Z[X], ja|t| >3,
(c) XP~1 4+ XP 24+ .+ X +1€Z[X], kur p e P.

5.8 ai,...,an - dazadi veseli skaitli. Noskaidrot, vai zemak dotie
polinomi ir dalami virs Z.
(a) (X —a1)...(X —an) —1;
(b) (X —a1)...(X —an) +1;
(€) (X —a1)?..(X —a,)?+1.
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