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Lekcijas merkis - apgtut pamatfaktus par atvasinajuma izman-
tosanu polinomu faktorizacija, faktorizaciju virs R un C.

Lekcijas kopsavilkums:

e izmantojot polinomu formalo atvasinasanu, var atrast to vairak-
kartigas saknes un kvadratbrivo sadalijumu reizinatajos.

e polinomi virs C faktorizéjas linearos polinomos,
e polinomi virs R faktorizejas linearos un kvadratiskos polinomos,

e pastav formulas, ar kuru palidzibu var atrisinat 2.,3. un 4.
pakapes vienadojumus.

Svarigakie jedzieni: polinoma atvasinajums, polinoma nedalama
dalitaja karta.
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Svarigakie fakti un metodes: vairakkartigas saknes kriterijs,
teorema par nedalama dalitaja kartu attieciba uz polinoma atvasina-
jumu, kvadratbrivas faktorizacijas formula, C algebriskais slégtums,
faktorizacija virs C, faktorizacija virs R, Kardano formulas.
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1. Polinomu atvasinasana un tas pielieto-
jumi faktorizacija
1.1. Pamatfakti

Par polinoma f(X) = Y a; X € R[X] (formalo) atvasinajumu
i=0

sauc polinomu
F(X)=D(f(X))=> aiiX'"' € R[X].
=1

Ir speka parastas atvasinajumu Ipasibas, kas ir zinamas no mate-
matiskas analizes kursa:
o (f+9) =1+
o (f9) =[f'9+1d;
/P )
. (i),: I'g zfg;
g g
o (fog) =(f"o9)d"
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Var definet arT augstaku kartu atvasinajumus.

1.1. piemers. (X") =nX""! (ap+a1X) = a1. (XP) = 0 gredzena
FplX].

1.2. Vairakkartigas saknes kriterijs
1.1. teoréma. k - lauks, f € k[X].

aeV(f),m>2 — { ;’((aa))::OO .

PIERADIJUMS
Izdalisim f(X) ar (X —a)?:
F(X) = q(X)(X — a)? +r(X), kur deg (r(X)) <2.
r(X) izdalisim ar (X — a):
r(X)=q (X —a)+ry, kar deg(r) < 1.
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Apvienojot abus rezultatus viena vienadiba, iegusim
FX) =eX)(X -a)’ + a1 (X —a) +r1.
Atradisim f/(X):

/

F'00 = (40X —a)? + - (X —a)+71) =
= ¢ (X)(X )’ +(X)-2(X —a) +qu.

S
m
<
=
-
3
v
[N}
—N
T2

{QI: :>{f/2a):

r1 =0 f(a) =
fla) = ? m
{f’(a): = a e V"(f),m>2
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{ ;’((aa))::OO = { 2128 — f(X)=¢q(X)(X —a)®’una

ir vairakkartiga sakne. W

1.3. Polinoma dazado nedalamo dalitaju reizinaju-
ma atraSana - kvadratbriva faktorizacija

Saka, ka laukam k harakteristika (raksturojums, char(k)) ir vie-
nadaar x €P,jax-1=0. JaVneN: n-1+#0, tad char(k) = 0.

1.2. piemers. Q, R, C - lauki ar harakteristiku 0. I, - lauks ar
harakteristiku p.

p € Z(k[X]). Ja izpildas { p E . tad p kartu attieciba uz f
I ;

define vienadu ar «, ord,(f) = «.
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1.2. teorema. k - lauks, char k =0, f € k[X],p e T

Tad
ordy(f) =a = ord,(f') =a—1.

PIERADIJUMS Ir dots, ka
f=p%, kar LKD(p,g9) =1 —

“~!(ap'g+py) = p*!
—_—

fr=ap* g+p*g =p I

dalas ar p?

Pieradisim, ka p t (ap’g + pg’). No ta sekos, ka p* 1 f'.

Pienemsim pretejo. p|(ap’g + pg’) — p’ozp’g.
deg(p) > deg(p’) = LKD(p,p') =1.

= ptap'g - pretruna.

LKD(p,g) =1
LKD(p,p')=1
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k[ X]ir VFG = pt(kp'g+pg). R

1.3. piemers. f = X%(X + 1), ordx(f) = 2, f/ = X(3X + 2),
ordx(f') =1.

1.3. teoréma. (Kvadratbriva faktorizacija) k - lauks, char k = 0,
f € k[X]. Tad

f

= al._. Xm _— = P
f p] an LKD(f, f/) pl p

PIERADIJUMS No ieprieksejas teorémas zinam, ka
fr=p0pem h, kur pith = LKD(f, f) =p* . pom—L.

m
f prt..phm
— = = — =D1...pm . W
LKD(f, f)  po—t phet "

1.4. piemers. Faktorizesim polinomu

f(X)=X°—X*-2X312X%+ X — 1€ Q[X]
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Atrodam f/(X) =5X* —4X3 —6X2 +4X + 1.
Atrodam LKD(f f') = X? — X2 — X + 1 izmantojot Eiklida

f

LKD(f, [")
Dalot f vairakas reizes ar X — 1 un X + 1, iegtsim faktorizaciju

f(X) = (X 13X +1)2

algoritmu = =X?2-1=(X-1)(X+1).
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2. Polinomu faktorizacija virs C un R

2.1. Faktorizacija virs C

2.1.1. AtkartoSana

Atkartot sadus jedzienus:
e algebriska forma: z = x + iy,

e aritmetiskas operacijas: =+, -, /,

kompleksa saistisana: z = x + iy = x — 1y,

geometriska interpretacija un polarie parametri, trigonometris-
ka forma (modulis un arguments): z = r(cos ¢ + isin ¢),

Muavra formula, saknes apréekinasana: z" = r"™(cos np+i sin ngp),

27k 21k
Q/E:C/?(cos¢+ T +isinu),
n n

e cksponenciala forma, Eilera formula: z = re', ' = cosp +
1sin .
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2.1.2. C algebriskais slegtums

Lauku k sauksim par algebriski slégtu, ja V f € k[X], deg f > 1:
V(f) # 2.

Citas ekvivalentas definicijas:

e tikai linearie polinomi ir nedalami gredzena k[X];

e V f € k[X] sadalas linearos reizinatajos;

o V f € k[X] saknu multiplicitasu skaits ir vienads ar deg f.

2.1. piemeérs. R nav algebriski slegts, jo polinoms X241 ir nedalams.
V p € P lauks F,, nav algebriski slegts.

2.1. teoréma. (Algebras Pamatteoréma) C ir algebriski slégts lauks.

PIERADIJUMS Aprakstisim tikai pieradijuma galvenos solus un
paligrezultatus.
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Paligrezultati no matematiskas analizes.
A f:C — C ir polinomiala funkcija = 3 z9 € C, kura |f(z)|
pienem savu minimalo vertibu.

B f : C — C ir nekonstanta polinomiala funkcija un |f(u)| # 0
— dJt € C tads, ka

[F@)] < [f(w)]-

Pieradijuma kopsavilkums.
f € C[X]. Saskana ar paligrezultatu A 3 zg € C, kura |f(z)]
pienem minimalo vertibu:

|7 (20)] < |f(2)] visiem z € C.
Ja |f(20)] # 0, tad saskana ar paligrezultatu B 3wy € C tads, ka
|f(wo)| < |f(20)] — pretruna.l

2.1.3. Polinomu faktorizacija virs C

C ir algebriski slegts lauks = katrs f € C[X] sadalas linearos
reizinatajos = saskana ar Bezout teorému ir jaatrod f saknes.
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2.2. piemeérs. Sadalit reizinatajos polinomu X3 — 1.

2.2. Faktorizacija virs R

2.2.1. Nedalamie polinomi virs R
Izmantosim agrak pieraditu faktu par faktorizaciju nedalamos rei-

zinatajos: R C C, tapec, ja

f = upips...pn virs R
[ =v'q1q2...¢m Vvirs C,

tad katrs p; faktorizejas forma

Pi = @iy Qiy -, KUT @i, € {q1, .0 G}

V nedalams polinoms virs R dalas nedalamos polinomos virs C (kas
var biit tikai lineari).

2.2. teoréma. f € Z(R[X]) = degf <2.
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PIERADIJUMS
Pienemsim, ka f € R[X] ir sadalits linearos reizinatajos virs C:
F(X) =u(X — 21)...(X — 2z5).

2eV) = { ;Ei;zgzo.
feRX] = f=f = fla)=f@)=fE=0 =
= z e V(f).

Tadejadi, z € V(f) = {z,Z} CV(f).

Esam ieguvusi sadu V(f):

V(f) = { ai,...,ag , 217717 ey Zlazil}
—_——— —/ ——
realas saknes kompleksas saknes
Seko, ka f faktorizejas virs C sada veida:

FX) = (X —ay)o(X —ag) - (X — 2)(X = 70).(X — 2)(X — 7).

realas saknes kompleksas saknes pa pariem
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Meginasim apvienot kompleksos linearos reizinatajus ta, lai iegtitu
polinomus ar realiem koeficientiem. Ievérosim, ka
(X -2)(X-2)=X* - (2+2)X + 22 = X* + pX + ¢ € Z(R[X]),
jo tam nav realu saknu (ja butu realas saknes, tas butu pretruna ar

to C[X] ir VFG).

Apvienojot visus kompleksi saistitos parus, iegiisim f € R[X]
sadalfjumu nedalamos reizinatajos, kas ir noteikts viennozimigi:

f(X)=(X—a)® (X —ap)* (X2 +pi X +q) (X2 X +q)P.

Taka f bija patvaligs, tad secinam, ka nedalami polinomi gredzena
R[X] var but ar pakapi 0, 1 vai 2. B

2.3. piemeérs. Sadalit nedalamos reizinatajos X¢ — 1 virs R:
X0-1=(X?P-1=(X2-1)X*"+X2+1) =
(X -D)(X+1) (X' + X2 +1).
~— ——

gruti
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X0—1=(X32-1=(X3-1)(X3+1) =
=X -DX+DX*+X+1)(X2-X +1).

2.2.2. Polinomu faktorizacija virs R

Lai faktorizetu polinomu virs R, var atrast ta saknes virs C un
apvienot linearos polinomu X — z un X — Z.

2.3. Precizas formulas polinomu saknéem ar pakapi
3

del Ferro-Tartaglia-Cardano formulas

f(X)=X3+aX?+bX +c € C[X]. Risinasim vienadojumu
f(X)=X>+aX?+bX +c=0.

1.solis - lineara substiticija.
Veiksim substitiiciju

X—=Y=X+u
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un parveidosim vienadojumu:
YV —u)® +alY —u)? +b(Y —u)+c=
Y3+ (=3u+a)Y? + (3u® — 2au + b)Y + (—u® 4+ au® —bu+c) =0

a
Redzam, ka nemot u = 3 ieglisim vienadojumu forma

Y3 4pY +q=0.
2.solis - briva parametra ievieSana.
Meklésim Y forma
Y=a+8,
ievietosim vienadojuma un iegusim
(a+8)° +pla+B)+q=(a+H)Bas+p)+ (@ +5° +q) = 0.

3.solis - brivibas izmantoSana redukcijai uz kvadratviena-
dojumu.
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Izmantojot brivibu, kas radas ieviesot vienu brivibas pakapi, va-
ram pieprasit, ka izpildas sakariba starp o un § - vienadiba

3af+p=0.
Attieciba uz « un 3 ieglsim sistému
p
aff =—=
h 3
ad + 3 = —q.

vai sekojosu sistemu (ar, iespgjams, lielaku atrisindjumu kopu)
3
p
333
a’Bd = ——
s 27
a?) + 63 — _q.

4.solis - sakotnéjo nezinamo atrasana.
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Atrisinasim sistému attieciba uz o un G:

4 3
—q + (]2 + L
P - 27
2 3
4
—q + q2 _ p
ﬂS — 27
5 .
Redzam, ka
| —g+ P+ o -+ E
Y = = .
a+ 0 > + 5
Kuba saknes ir jaizvelas ta, lai izpilditos nosacijums
__P
af = 3"

Kompleksajiem skaitliem eksiste tris kuba saknes, ta ka skiet, ka va-
Jjadzetu rasties 9 saknem, jo katru no o un g var izveleties 3 veidos.
Isteniba ir tikai 3 atrisinajumi.
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3. 4.majasdarbs

3.1. Obligatie uzdevumi
4.1 Izmantojot kvadratbrivas faktorizacijas metodi sadaliet nedala-
majos reizinatajos polinomus:
(a) X°+ X* —5X% — X2 +8X — 4, virs Q;
(b) X7 —5X6+4+12X5 —18X* +18X3 — 12X% + 5X — 1, virs
@
42 f € ClX], n € N. Pieradit: X — 1|f(X") = X" —1[f(X™).
4.3 Sadalit nedalamajos reizinatajos virs C un virs R.
(a) X°+ X+ X%+ 1;

(b) X8 —1.
4.4 Atrast minimalas pakapes polinomu virs dota lauka ar dotajam
saknem:

(a) virs C, vienkarsas saknes 2 un 1 — 4, divkarsa sakne 1 + i,
(b) virs R, vienkarsas saknes 1 un ¢, divkarsa sakne —1 — i.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



23

4.5 (Kardano formulas) Atrisinat kompleksos skaitlos vienadojumu

X? +12X% 4+ 45X 450 = 0.
3.2. Paaugstinatas griutibas un péetnieciska rakstu-

ra uzdevumi

4.6 Atrodiet LKD(X™ 4+ 1,X™ 4+ 1) virs C, kur m,n € N.
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