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Lekcijas merkis - apgut pamatfaktus par polinomu faktorizaciju,
polinomu sadalisanu linaros faktoros, apgut pamatfaktus par poli-
nomu interpolaciju.

Lekcijas kopsavilkums:
e polinomu gredzeniem virs laukiem ir speka aritmetikas pamat-
teoremas analogs,

e cksisté bezgaligi daudz nedalamu normalizeétu poliomu ar lauka
koeficientiem;

e katrai polinoma [ saknei atbilst viens f linears dalitajs, un
otradi;

e polinomus var atrast, ja ir zinamas to vertibas pietiekosi dau-
dzam argumentu vertibam.
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Svarigakie jedzieni: nedalams elements, galigas faktorizacijas
gredzens (GFG), viennozimigas faktorizacijas gredzens (VFG), ne-
dalams polinoms, normalizéts polinoms, polinoma saturs, primitivs
polinoms, polinoma sakne, polinoma m-kartiga sakne, vairakkartiga
sakne.

Svarigakie fakti un metodes: LKD un MKD aprekinasana
VFG, nedalamo polinomu kopas bezgaligums, teoréma par nedalamu
polinomu faktorizacija virs lielaka gredzena, koeficientu kopiga reizi-
nataja atdalisana, polinoma saknu Tpasibas, Bezout teorema, Bezout
teoréma vairakkartigam saknem, Lagranza interpolacijas formula.
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1. Faktorizacija visparigos un polinomu gre-
dzenos

1.1. Nedalamie elementi

1.1.1. Pamatfakti

p € R, p # 0, sauc par nedalamu, ja

{pﬁu(R)
p=ab = acU(R) V beU(R).

R nedalamo elementu kopu apzimeé ar Z(R).

R[X] nedalamos elementus sauc par nedalamiem polinomiem virs

R.

1.1. piemérs. X + 1 - nedalams virs V lauka. X2 - dalams virs V
lauka. X2 + 1 - nedalams virs R, bet dalams virs C un Fs.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



6
f € k[X] sauc par normalizétu, ja ta vecakais koeficients ir vienads
ar 1. Katrai asociacijas klasei ir tiesi viens normalizets parstavis.

1.2. piemeérs. C[X], X —1~2(X - 1) ~i(X = 1) ~¢(X = 1).

1.3. piemeérs. Lauka nav nedalamu elementu.
Z nedalamie elementi ir + pirmskaitli.
Lineari polinomi (ar pakapi 1) virs lauka ir nedalami, tas seko no

1pasibas deg(fg) = deg(f) + deg(g).

1.1. teorema. R- IG.

p€I(R)
1. { w € U(R) = up € I(R).
{ a,b e I(R)
2. ‘ = a~b
alb
PIERADIJUMS
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1.up€I(R) = up=pips — p=(u"'p1)po = p&I(R).

2. alb = b=gqa. q¢U(R) = b¢ I(R) - pretruna. B

1.2. teoréma. k - lauks. Tad

p € Z(k[X]) = (p‘ab = p’a Y p‘b).
PIERADIJUMS Pienemsim, ka ab # 0. Definesim d = LK D(a, p).
dlp — d|1 vai d ~p.

d‘l — d~1 = LKD(p,a) ~ 1.. Saskana ar ieprieks

pieraditu apgalvojumu p‘b.

d~p = d=up = up‘a == p‘a. ]
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1.1.2. Galigas faktorizacijas gredzeni

IG R sauc par galigas faktorizacijas gredzenu (GFG, atomisku
gredzenu), ja ¥V r € R\U(R), r # 0, ir izsakams galiga nedalamu
elementu reizinajuma veida:

I{z1,..,xn} CI(R): T =x1..0,.
1.3. teorema.
1. Z ir GFG.
2. R-1G un GFG = R[X] ir GFG.

PIERADIJUMS
1. Seko no aritmeétikas pamatteorémas.

2. Izmantosim matematisko indukciju péc polinoma pakapes.

Indukcijas baze Ja deg(f) € {0,1}, tad apgalvojums ir acim-
redzams, jo nedalamie R elementi un linearie polinomi ir nedalami.
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Indukcijas solis Pienemsim, ka apgalvojums ir patiess V f €
R[X] : deg(f) < n un pieradisim, ka tad apgalvojums ir patiess, ja
deg(f) =n.
f € Z(R[X]) = nekas nav jaierada.
F2I(R[X]) = f= fife, kurdegf; <n —
fi izsakas galiga nedalamu elementu reizinajuma veida saskana ar

indukcijas piepemumu:

1 TPePme e =1 —
fo=q...q

f izsakas galiga reizinajuma veida. B

1.4. piemers. Q[X], X% -1 = (X —1)(X +1).
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1.2. Viennozimigas faktorizacijas 1pasiba
1.2.1. Pamatfakti

IG R sauc par viennozimigas faktorizacijas gredzenu (VFG, fak-
torials gredzens), ja V a € R\{0} ir izsakams forma

~~
CU(R) p,eZ(R)

a= _U_ pip2-.-Pk,
——

kur Ssads sadalijums ir noteikts viennozimigi ar precizitati lidz ele-
mentu kartibai un aizvietoSanai ar asocietiem elementiem, citiem var-
diem sakot:
a = upipa...px, = u'piph..p,, =
1. k=m

2. pec p, parkartosanas V ¢ 3 u; € U(R) tads, ka p; = w;p}.

1.5. piemers. Jebkurs lauks ir VFG. Z ir VFG - teoréma par veselu
skaitlu viennozimigo faktorizaciju pirmskaitlu pakapju reizinajuma.
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1.2.2. Viennozimiga faktorizacija polinomu gredzenos

1.4. teoréma. k - lauks = k[X] - VFG.

PIERADIJUMS k[X] ir GFG. Japierada, ka faktorizacija ir vien-
nozimiga ar precizitati lidz invertéjamiem reizinatajiem un kartibai.

Pienemsim, ka f € k[X] var izteikt k& nedalamu elementu reizi-
najumu divos veidos:
f=pip2...pn = Piph..)-
pn|f = pn dala vismaz vienu no nedalamajiem elementiem p}, ..., pj,

pienemsim, ka py|pj.

= P| = UpDPn, kur u, € U(R), jo p; € I(R) =
P1P2--Prn—1Pn = UnpPiPy.-P]_1Pn-
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Izmantojot IG saisinasanas Ipasibu, salsinam ar p,, abas puses:
/! /
P1p2---Pn—1 = UnP1P2---Pr—1-

Turpinam saisinat reizinatajus $ada veida. Var secinat, ka
e abas puses reizinataji beigsies vienlaicigi, jo preteja gadijuma

viena puseé butu neinvertéjams elements, bet otra invertéjams

— n=1

o Vp,3p;: pi=u;p;. M

1.5. teoréema. Svarigs fakts (pagaidam bez pieradijuma) - R - VFG
= R[X] - VFG. Pieméram, Z[X] ir VFG.

1.1. piezime. LKD un MKD gredzenos k[X] var atrast izmantojot
faktorizaciju tapat ka Z.
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2. Polinomu faktorizacijas pamatfakti

2.1. Nedalamo polinomu skaits
2.1. teorema. k - lauks. k[X] satur bezgaligi daudz nedalamu nor-

malizetu polinomu.

PIERADIJUMS
l.apaksgadijums. |k| = co = visi linearie polinomi X — a,
a € k, veido nedalamu normalizétu polinomu kopu.

2.apaksgadijums. Ja |k| < oo, tad pieradijums ir lidzigs pirm-
skaitlu kopas bezgaliguma pieradijumam.

Pienemsim pretejo: eksiste tikai galigs skaits nedalamu normalize-
tu polinomu pq, ..., pr. Apskatisim polinomu
f=pr..px+1
deg(f) >0 = 3 nedalams f dalitajs ~ p;.
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p € {p1,ok} = pi|f—p1.pr = p|l = p; - invertejams
polinoms - pretruna. W

2.2. Gredzenu ieklausana un polinomu faktorizacija

R, S - unitari IG, R < S. f € R[X] var uzskatit arT par polinomu
virs S: f € S[X].

2.1. piemeérs. Z C Q — Z[X] C Q[X].

2.2. teoréma. R,S - unitari IG, R < S, S[X] - VFG. f € R[X].
Doti f sadalijumi nedalamu polinomu reizinajumos virs R un S:
f=ri..r,, virs R
f=s1...5m, virs S.
Tad
Vri = usi,...qi;, Kur s;; € {81,...,8mf,u € U(S)
(katrs f nedalams dalitajs virs R sadalas tada reizinajuma virs S, kura
elementi ir asocieti ar f nedalamiem dalitajiem virs .S).
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€ I(R[X)),r
s € Z(S[X]), s

f

r

PIERADIJUMS — s‘f — s€{s1,..5m).

2.2. piemers. Q C R, f = X? — 2 € Z(Q[X]), bet
f=(X=V2)(X +V2) € RIX].

2.3. Koeficientu LKD atdaliSana

Vienkarsaka ar polinomu faktorizaciju saistita darbiba ir koefi-
cientu kopigo dalitaju atdalisana izmantojot distributivo 1pasibu -
koeficientu kopigo reizinataju iznesana.

n
=0 = f=a) ¢X' kur Qi:af~
Jda: Vialf; =0 a

Ja gredzena R eksiste LK D, tad par f(X) € R[X] saturu sauc ta
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koeficientu LK D, to apzimeésim ar cont(f).
Ja cont(f) € U(R), tad f sauc par primitivu polinomu.

2.3. piemers. Normalizets polinoms ir primitivs polinoms. Visi poli-
nomi ar koeficientiem lauka ir primitivi.

V f € R[X] var izteikt forma

f=cont(f)fo, kur fy ir primitivs polinoms.

2.4. piemers. f =2X +4 € Z[X], cont(f) ~ 2, f =2(X + 2).
——
=fo

2.4. Linearie polinomi un polinomu saknes

2.4.1. Vienkarsas saknes - Bezout teorema

Saka, ka a € R ir f € R[X], deg(f) > 1, sakne, ja f(a) =0.
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f € R[X] saknu kopu apzime ar V(f).

2.3. teoréma. R - IG, f,g € R[X].
1 V(fg) = V() UV(g).

2. g|lf = V(g) CV(f).

PIERADLJUMS
L. V(/)UV(g) S V(fg).

aceV(f)UV(g) = acV(f) VaeV(g) =
fla) =0Vgla) =0 = fla)gla) =0 =
= a < V(fg).

(fg)(a) =0

V(fg) € V(f)UV(g).

(f9)(a) = fla)g(a) =0 = f(a) =0V g(a) =0, jo R - IG.
= a € V(f)UV(g).
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2. g|f = f(X)=q(X)g(X).

i aeV(g) = gla) =0 — f(a) =qla)g(a) =0 — a € V(f).

2.4. teoréma. (Bezout) [ € k[X].

a€V(f) == (X —a)|f(x).

PIERADIJUMS Izdalisim f(X) ar X — a:
F(X) = a(X)(X = a) +7(X), kur deg (7(X)) < deg(X —a) =1

= r(X) = ro - konstants polinoms.

Atradisim rg. Veicot substitiiciju X = a, ieglistam
fla) =q(a)(a—a)+ro = 710 = fla) —

F(X) = q(X)(X —a) + f(a).
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fla) =0 <= f(X) =q(X)(X —a) <= (X —0q)|f(X). B

2.1. piezime. No Bezout teoremas seko, ka kvadratisks vai kubisks
polinoms f € k[X] ir nedalams < V(f) = @.

2.4.2. Vairakkartigas saknes
Saka, ka a € R ir f € R[X], deg(f) > 1, m-kartiga sakne, ja
(X — )™ f(X) un (X —a)™ " f f(X).
Citiem vardiem sakot
F(X) = (X — a)™g(X), kur LKD(g(X), X - a) ~ 1.
f € R[X] m-kartigu saknu kopu apzime ar V™.

a sauc par f vairakkartigu sakni, ja a € V™ (f), kur m > 2.

2.5. piemers. a = 1 ir 2-kartiga sakne polinomam X2 —2X +1 =
(X —1)2 € Z[X].
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2.5. teorema. R - IG, R[X] - VFG. f € R[X], ay,...,a; - dazadi R
elementi: a; € V™i(f). Tad

f(X)=(X —a)™. (X —a)™g(X), kur g(a;) #0V 1 <i <L

PIERADIJUMS Seko no viennozimigas faktorizacijas ipasibas. W

2.2. piezime. Nekonstanta polinoma saknu kartu summa nevar par-
sniegt polinoma pakapi.

2.5. Bezout teorémas pielietojums - polinomu in-
terpolacija

2.5.1. Pamatteorema

2.6. teorema. f,g € R[X], deg f <n,degg <mn, {a1,....,an+1} C R,
ai #a; Vi#j.

(w: f(ai):g(ai)) = f=g
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(ja divi polinomi f un g ar pakapi < n piegem vienadas vertibas
péec n + 1 substiticijas ar dazadiem elementiem aq, ..., a,+1, tad tie ir
vienadi).

PIERADIJUMS Definesim h = f — g, tad
deg(h) < max ( deg(f), deg(g)) = n.
Pec piepemuma

h(a1) = f(a1) — g(a1) =0, ...,

o h(ani1) = flant1) — glant1) =0,
tatad polinomam h ir vismaz n+ 1 dazadas saknes ay, ..., a,4+1 - pret-
runa, ja h nav vienads ar 0. l

2.3. piezime. Polinomu ar pakapi n var viennozimigi noteikt (atrast
ta koeficientus), ja ir zinamas ta vertibas n + 1 punktos.
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2.5.2. Lagranza interpolacijas formula

2.7. teorema. (Lagranza interpolacijas formula) k - lauks. Ja ir doti
n + 1 dazadi k elementi ao, ..., a, un n + 1 k elementi by, ..., b,,, tad 3

tiesi viens f(X) € k[X], deg f < n:
f(a;) = b; visiem 0 < i < n.

Polinoms f var tikt atrasts péc sadas formulas:

- - (X — (Lo)(X — ai,l)(X — ai+1)...(X — an)
f(X) o zz:% bZ (ai — ao)...(ai — ai_l)(ai — ai+1)...(ai — an)

PIERADIJUMS
Vienigums.
Seko no ieprieksejas teoreémas.

Eksistence.
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Javeic formulas tieSa parbaude. H

2.6. piemeérs. Atradisim f € F5[X], deg(f) = 2:

f(1) =2,
{ f2)=1,

£(3) = 3.
Saskana ar Lagranza interpolacijas formulu

_ _ 1 _ 1 _
fo) =X DX 8 (X DX ) (X DX )

(1-2)(1-23) (2-1)(2-3) 3-1)(3-2)
=X -2)X-3)-(X-DNX-3)-(X-1)(X-2)=
= —X242X +1=4X%24+2X +1.
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3. 3.majasdarbs

3.1. Obligatie uzdevumi

3.1 Pieradit, ka virs galiga lauka nedalamo polinomu pakapes nav
ierobezotas (eksiste patvaligi augstu pakapju nedalami polinomi).

3.2 Sadaliet doto polinomu nedalamos reizinatajos virs dota lauka:
(a) f(X)= X%+ 27, virs Q, virs R,
(b) f(X)= X5— X, virs Fs.
3.3 Atrodiet visus nedalamos polinomus
(a) ar pakapi 2 virs Fs,
(b) ar pakapi 3 virs Fa.

3.4 Pieradiet, ka polinomam
F(X)=X"+an 1 X" + .. +ag € F5[X]

eksiste linears dalitajs tad un tikai tad, ja

n—1
ag = 0 vai E a; = 1.
i=0
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3.6

3.2.

3.7
3.8

3.9
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Nosakiet saknes a kartu dotaja polinoma f:
(@) FX)=X*-X3—X+1,a=1,virs Q,
(b) f(X)=X34+X+1,a=1, virs Fs.

(Lagranza interpolacijas formula) Atrast minimalas pakapes poli-

nomus péc to vertibam dotajos punktos.
(a) f(X)eFs[X], f(0)=1,f(1)=2,f(2)

(b) f(z) €R, f(0) =1, f(1) =0, f(2) =2, f(

)= 0.

Paaugstinatas griitibas un petnieciska rakstura
uzdevumi

Atrast IG, kas nav GFG.

Izpetiet, kados gadijumos polinoms f € F,[X] atbilst injektivai
funkcijai F,, — F,, un kados - neinjektivai. Kada ir saistiba
starp funkcijas grafa strukturu un polinoma strukturu?

Pamatot Nutona interpolacijas formulu. k - lauks. Ja ir doti
n + 1 dazadi k elementi ag, ...,a, un n + 1 k elementi by, ..., by,
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tad f(X) € k[X], kas apmierina nosacijumus
f(a;) = b; visiem 0 < i <mn,
var tikt meklets forma

f(X) =co+ Cl(X —ag) + co(X — ao)(X —ay)+ ...
+en (X —ag). (X — an—1 _CO+ZC’H —a;_1)
i=1 j=1

Meginiet atrast cx ka funkciju no a; un b;, 0 <i < n.
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