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2.5. Bezout teorēmas pielietojums - polinomu interpolācija 20
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2.5.2. Lagranža interpolācijas formula . . . . . . . . . 22
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Lekcijas mērķis - apgūt pamatfaktus par polinomu faktorizāciju,
polinomu sadal̄ı̌sanu lināros faktoros, apgūt pamatfaktus par poli-
nomu interpolāciju.

Lekcijas kopsavilkums:
• polinomu gredzeniem virs laukiem ir spēkā aritmētikas pamat-

teorēmas analogs,
• eksistē bezgal̄ıgi daudz nedalāmu normalizētu poliomu ar lauka

koeficientiem;
• katrai polinoma f saknei atbilst viens f lineārs dal̄ıtājs, un

otrādi;
• polinomus var atrast, ja ir zināmas to vērt̄ıbas pietiekoši dau-

dzām argumentu vērt̄ıbām.
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Svar̄ıgākie jēdzieni: nedalāms elements, gal̄ıgas faktorizācijas
gredzens (GFG), viennoz̄ımı̄gās faktorizācijas gredzens (VFG), ne-
dalāms polinoms, normalizēts polinoms, polinoma saturs, primit̄ıvs
polinoms, polinoma sakne, polinoma m-kārt̄ıga sakne, vairākkārt̄ıga
sakne.

Svar̄ıgākie fakti un metodes: LKD un MKD aprēķināšana
VFG, nedalāmo polinomu kopas bezgal̄ıgums, teorēma par nedalāmu
polinomu faktorizācija virs lielāka gredzena, koeficientu kop̄ıga reizi-
nātāja atdal̄ı̌sana, polinoma sakņu ı̄paš̄ıbas, Bezout teorēma, Bezout
teorēma vairākkārt̄ıgām saknēm, Lagranža interpolācijas formula.
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1. Faktorizācija vispār̄ıgos un polinomu gre-
dzenos

1.1. Nedalāmie elementi

1.1.1. Pamatfakti

p ∈ R, p 6= 0, sauc par nedalāmu, ja{
p 6∈ U(R)
p = ab =⇒ a ∈ U(R) ∨ b ∈ U(R).

R nedalāmo elementu kopu apz̄ımē ar I(R).

R[X] nedalāmos elementus sauc par nedalāmiem polinomiem virs
R.

1.1. piemērs. X + 1 - nedalāms virs ∀ lauka. X2 - dalāms virs ∀
lauka. X2 + 1 - nedalāms virs R, bet dalāms virs C un F2.
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f ∈ k[X] sauc par normalizētu, ja tā vecākais koeficients ir vienāds
ar 1. Katrai asociācijas klasei ir tieši viens normalizēts pārstāvis.

1.2. piemērs. C[X], X − 1 ∼ 2(X − 1) ∼ i(X − 1) ∼ c(X − 1).

1.3. piemērs. Laukā nav nedalāmu elementu.
Z nedalāmie elementi ir ± pirmskaitļi.
Lineāri polinomi (ar pakāpi 1) virs lauka ir nedalāmi, tas seko no

ı̄paš̄ıbas deg(fg) = deg(f) + deg(g).

1.1. teorēma. R- IG.

1.
{

p ∈ I(R)
u ∈ U(R) =⇒ up ∈ I(R).

2.

{
a, b ∈ I(R)
a
∣∣∣b =⇒ a ∼ b.

PIERĀDĪJUMS
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1. up 6∈ I(R) =⇒ up = p1p2 =⇒ p = (u−1p1)p2 =⇒ p 6∈ I(R).

2. a
∣∣∣b =⇒ b = qa. q 6∈ U(R) =⇒ b 6∈ I(R) - pretruna. ¥

1.2. teorēma. k - lauks. Tad

p ∈ I(k[X]) =⇒
(
p
∣∣∣ab =⇒ p

∣∣∣a ∨ p
∣∣∣b

)
.

PIERĀDĪJUMS Pieņemsim, ka ab 6= 0. Definēsim d = LKD(a, p).

d
∣∣∣p =⇒ d

∣∣∣1 vai d ∼ p.

d
∣∣∣1 =⇒ d ∼ 1 =⇒ LKD(p, a) ∼ 1.. Saskaņā ar iepriekš

pierād̄ıtu apgalvojumu p
∣∣∣b.

d ∼ p =⇒ d = up =⇒ up
∣∣∣a =⇒ p

∣∣∣a. ¥
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1.1.2. Gal̄ıgas faktorizācijas gredzeni

IG R sauc par gal̄ıgas faktorizācijas gredzenu (GFG, atomisku
gredzenu), ja ∀ r ∈ R\U(R), r 6= 0, ir izsakāms gal̄ıga nedalāmu
elementu reizinājuma veidā:

∃ {x1, ..., xn} ⊆ I(R) : r = x1...xn.

1.3. teorēma.

1. Z ir GFG.

2. R - IG un GFG =⇒ R[X] ir GFG.

PIERĀDĪJUMS
1. Seko no aritmētikas pamatteorēmas.

2. Izmantosim matemātisko indukciju pēc polinoma pakāpes.

Indukcijas bāze Ja deg(f) ∈ {0, 1}, tad apgalvojums ir ac̄ım-
redzams, jo nedalāmie R elementi un lineārie polinomi ir nedalāmi.

Saturs Sākums Beigas J I Atpakaļ Aizvērt Pilns ekrāns



9

Indukcijas solis Pieņemsim, ka apgalvojums ir patiess ∀ f ∈
R[X] : deg(f) < n un pierād̄ısim, ka tad apgalvojums ir patiess, ja
deg(f) = n.

f ∈ I(R[X]) =⇒ nekas nav jāierāda.
f 6∈ I(R[X]) =⇒ f = f1f2, kur degfi < n =⇒
fi izsakās gal̄ıga nedalāmu elementu reizinājuma veidā saskaņā ar

indukcijas pieņēmumu:{
f1 = p1...pm

f2 = q1...ql
=⇒ f = f1f2 = p1...pmq1...ql =⇒

f izsakās gal̄ıga reizinājuma veidā. ¥

1.4. piemērs. Q[X], X2 − 1 = (X − 1)(X + 1).
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1.2. Viennoz̄ımı̄gās faktorizācijas ı̄paš̄ıba

1.2.1. Pamatfakti

IG R sauc par viennoz̄ımı̄gas faktorizācijas gredzenu (VFG, fak-
toriāls gredzens), ja ∀ a ∈ R\{0} ir izsakāms formā

a = u︸︷︷︸
∈U(R)

p1p2...pk︸ ︷︷ ︸
pi∈I(R)

,

kur šāds sadal̄ıjums ir noteikts viennoz̄ımı̄gi ar precizitāti l̄ıdz ele-
mentu kārt̄ıbai un aizvietošanai ar asociētiem elementiem, citiem vār-
diem sakot:

a = up1p2...pk = u′p′1p
′
2...p

′
m =⇒

1. k = m

2. pēc p′i pārkārtošanas ∀ i ∃ ui ∈ U(R) tāds, ka pi = uip
′
i.

1.5. piemērs. Jebkurš lauks ir VFG. Z ir VFG - teorēma par veselu
skaitļu viennoz̄ımı̄go faktorizāciju pirmskaitļu pakāpju reizinājumā.
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1.2.2. Viennoz̄ımı̄gā faktorizācija polinomu gredzenos

1.4. teorēma. k - lauks =⇒ k[X] - VFG.

PIERĀDĪJUMS k[X] ir GFG. Jāpierāda, ka faktorizācija ir vien-
noz̄ımı̄ga ar precizitāti l̄ıdz invertējamiem reizinātājiem un kārt̄ıbai.

Pieņemsim, ka f ∈ k[X] var izteikt kā nedalāmu elementu reizi-
nājumu divos veidos:

f = p1p2...pn = p′1p
′
2...p

′
l.

pn

∣∣∣f =⇒ pn dala vismaz vienu no nedalāmajiem elementiem p′1, ..., p
′
l,

pieņemsim, ka pn

∣∣∣p′l.

=⇒ p′l = unpn, kur un ∈ U(R), jo p′l ∈ I(R) =⇒
p1p2...pn−1pn = unp′1p

′
2...p

′
l−1pn.
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Izmantojot IG sāısināšanas ı̄paš̄ıbu, sāısinām ar pn abas puses:

p1p2...pn−1 = unp′1p
′
2...p

′
l−1.

Turpinām sāısināt reizinātājus šādā veidā. Var secināt, ka
• abās pusēs reizinātāji beigsies vienlaic̄ıgi, jo pretējā gad̄ıjumā

vienā pusē būtu neinvertējams elements, bet otrā invertējams
=⇒ n = l

• ∀ p′i ∃ pj : p′i = ujpj .¥

1.5. teorēma. Svar̄ıgs fakts (pagaidām bez pierād̄ıjuma) - R - VFG
=⇒ R[X] - VFG. Piemēram, Z[X] ir VFG.

1.1. piez̄ıme. LKD un MKD gredzenos k[X] var atrast izmantojot
faktorizāciju tāpat kā Z.
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2. Polinomu faktorizācijas pamatfakti

2.1. Nedalāmo polinomu skaits

2.1. teorēma. k - lauks. k[X] satur bezgal̄ıgi daudz nedalāmu nor-
malizētu polinomu.

PIERĀDĪJUMS
1.apakšgad̄ıjums. |k| = ∞ =⇒ visi lineārie polinomi X − a,

a ∈ k, veido nedalāmu normalizētu polinomu kopu.

2.apakšgad̄ıjums. Ja |k| < ∞, tad pierād̄ıjums ir l̄ıdz̄ıgs pirm-
skaitļu kopas bezgal̄ıguma pierād̄ıjumam.

Pieņemsim pretējo: eksistē tikai gal̄ıgs skaits nedalāmu normalizē-
tu polinomu p1, ..., pk. Apskat̄ısim polinomu

f = p1...pk + 1.

deg(f) > 0 =⇒ ∃ nedalāms f dal̄ıtājs ∼ pl.
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pl ∈ {p1, ..., pk} =⇒ pl

∣∣∣f−p1...pk =⇒ pl

∣∣∣1 =⇒ pl - invertējams
polinoms - pretruna. ¥

2.2. Gredzenu iekļaušana un polinomu faktorizācija

R,S - unitāri IG, R ≤ S. f ∈ R[X] var uzskat̄ıt ar̄ı par polinomu
virs S: f ∈ S[X].

2.1. piemērs. Z ⊆ Q =⇒ Z[X] ⊆ Q[X].

2.2. teorēma. R, S - unitāri IG, R ≤ S, S[X] - VFG. f ∈ R[X].
Doti f sadal̄ıjumi nedalāmu polinomu reizinājumos virs R un S:{

f = r1...rn, virs R
f = s1...sm, virs S.

Tad
∀ ri = usi1 ...qil

, kur sij
∈ {s1, ..., sm}, u ∈ U(S)

(katrs f nedalāms dal̄ıtājs virs R sadalās tādā reizinājumā virs S, kura
elementi ir asociēti ar f nedalāmiem dal̄ıtājiem virs S).
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PIERĀDĪJUMS





r ∈ I(R[X]), r
∣∣∣f

s ∈ I(S[X]), s
∣∣∣r

=⇒ s
∣∣∣f =⇒ s ∈ {s1, ..., sm}.

¥

2.2. piemērs. Q ⊆ R, f = X2 − 2 ∈ I(Q[X]), bet
f = (X −√2)(X +

√
2) ∈ R[X].

2.3. Koeficientu LKD atdal̄ı̌sana

Vienkāršākā ar polinomu faktorizāciju saist̄ıtā darb̄ıba ir koefi-
cientu kop̄ıgo dal̄ıtāju atdal̄ı̌sana izmantojot distribut̄ıvo ı̄paš̄ıbu -
koeficientu kop̄ıgo reizinātāju iznešana.





f =
n∑

i=0

fiX
i

∃ a : ∀ i a
∣∣∣fi

=⇒ f = a
n∑

i=0

qiX
i, kur qi =

ai

a
.

Ja gredzenā R eksistē LKD, tad par f(X) ∈ R[X] saturu sauc tā
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koeficientu LKD, to apz̄ımēsim ar cont(f).

Ja cont(f) ∈ U(R), tad f sauc par primit̄ıvu polinomu.

2.3. piemērs. Normalizēts polinoms ir primit̄ıvs polinoms. Visi poli-
nomi ar koeficientiem laukā ir primit̄ıvi.

∀ f ∈ R[X] var izteikt formā

f = cont(f)f0, kur f0 ir primit̄ıvs polinoms.

2.4. piemērs. f = 2X + 4 ∈ Z[X], cont(f) ∼ 2, f = 2 (X + 2)︸ ︷︷ ︸
=f0

.

2.4. Lineārie polinomi un polinomu saknes

2.4.1. Vienkāršās saknes - Bezout teorēma

Saka, ka a ∈ R ir f ∈ R[X], deg(f) ≥ 1, sakne, ja f(a) = 0.
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f ∈ R[X] sakņu kopu apz̄ımē ar V(f).

2.3. teorēma. R - IG, f, g ∈ R[X].
1. V(fg) = V(f) ∪ V(g).

2. g
∣∣∣f =⇒ V(g) ⊆ V(f).

PIERĀDĪJUMS
1. V(f) ∪ V(g)

?⊆ V(fg).

a ∈ V(f) ∪ V(g) =⇒ a ∈ V(f) ∨ a ∈ V(g) =⇒
f(a) = 0 ∨ g(a) = 0 =⇒ f(a)g(a) = 0 =⇒ (fg)(a) = 0

=⇒ a ∈ V(fg).

V(fg)
?⊆ V(f) ∪ V(g).

(fg)(a) = f(a)g(a) = 0 =⇒ f(a) = 0 ∨ g(a) = 0, jo R - IG.
=⇒ a ∈ V(f) ∪ V(g).
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2. g
∣∣∣f =⇒ f(X) = q(X)g(X).

a ∈ V(g) =⇒ g(a) = 0 =⇒ f(a) = q(a)g(a) = 0 =⇒ a ∈ V(f).
¥

2.4. teorēma. (Bezout) f ∈ k[X].

a ∈ V(f) ⇐⇒ (X − a)
∣∣∣f(X).

PIERĀDĪJUMS Izdal̄ısim f(X) ar X − a:

f(X) = q(X)(X − a) + r(X), kur deg
(
r(X)

)
< deg(X − a) = 1

=⇒ r(X) = r0 - konstants polinoms.

Atrad̄ısim r0. Veicot substitūciju X = a, iegūstam
f(a) = q(a)(a− a) + r0 =⇒ r0 = f(a) =⇒

f(X) = q(X)(X − a) + f(a).
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f(a) = 0 ⇐⇒ f(X) = q(X)(X − a) ⇐⇒ (X − a)
∣∣∣f(X). ¥

2.1. piez̄ıme. No Bezout teorēmas seko, ka kvadrātisks vai kubisks
polinoms f ∈ k[X] ir nedalāms ⇐⇒ V(f) = ∅.

2.4.2. Vairākkārt̄ıgās saknes

Saka, ka a ∈ R ir f ∈ R[X], deg(f) ≥ 1, m-kārt̄ıga sakne, ja

(X − a)m
∣∣∣f(X) un (X − a)m+1 - f(X).

Citiem vārdiem sakot

f(X) = (X − a)mg(X), kur LKD
(
g(X), X − a

)
= 1.

f ∈ R[X] m-kārt̄ıgu sakņu kopu apz̄ımē ar Vm.

a sauc par f vairākkārt̄ıgu sakni, ja a ∈ Vm(f), kur m ≥ 2.

2.5. piemērs. a = 1 ir 2-kārt̄ıga sakne polinomam X2 − 2X + 1 =
(X − 1)2 ∈ Z[X].
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2.5. teorēma. R - IG, R[X] - VFG. f ∈ R[X], a1, ..., al - dažādi R
elementi: ai ∈ Vmi(f). Tad

f(X) = (X − a1)m1 ...(X − al)mlg(X), kur g(ai) 6= 0 ∀ 1 ≤ i ≤ l.

PIERĀDĪJUMS Seko no viennoz̄ımı̄gās faktorizācijas ı̄paš̄ıbas. ¥

2.2. piez̄ıme. Nekonstanta polinoma sakņu kārtu summa nevar pār-
sniegt polinoma pakāpi.

2.5. Bezout teorēmas pielietojums - polinomu in-
terpolācija

2.5.1. Pamatteorēma

2.6. teorēma. f, g ∈ R[X], deg f ≤ n, deg g ≤ n, {a1, ..., an+1} ⊆ R,
ai 6= aj ∀ i 6= j.

(
∀ i : f(ai) = g(ai)

)
=⇒ f = g.
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(ja divi polinomi f un g ar pakāpi ≤ n pieņem vienādas vērt̄ıbas
pēc n + 1 substitūcijas ar dažādiem elementiem a1, ..., an+1, tad tie ir
vienādi).

PIERĀDĪJUMS Definēsim h = f − g, tad

deg(h) ≤ max
(

deg(f),deg(g)
)

= n.

Pēc pieņēmuma

h(a1) = f(a1)− g(a1) = 0, ...,

..., h(an+1) = f(an+1)− g(an+1) = 0,

tātad polinomam h ir vismaz n+1 dažādas saknes a1, ..., an+1 - pret-
runa, ja h nav vienāds ar 0. ¥

2.3. piez̄ıme. Polinomu ar pakāpi n var viennoz̄ımı̄gi noteikt (atrast
tā koeficientus), ja ir zināmas tā vērt̄ıbas n + 1 punktos.
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2.5.2. Lagranža interpolācijas formula

2.7. teorēma. (Lagranža interpolācijas formula) k - lauks. Ja ir doti
n + 1 dažādi k elementi a0, ..., an un n + 1 k elementi b0, ..., bn, tad ∃
tieši viens f(X) ∈ k[X], deg f ≤ n:

f(ai) = bi visiem 0 ≤ i ≤ n.

Polinoms f var tikt atrasts pēc šādas formulas:

f(X) =
n∑

i=0

bi
(X − a0)...(X − ai−1)(X − ai+1)...(X − an)
(ai − a0)...(ai − ai−1)(ai − ai+1)...(ai − an)

=

n∑

i=0

bi

∏

j 6=i

X − aj

ai − aj
.

PIERĀDĪJUMS
Vien̄ıgums.
Seko no iepriekšējas teorēmas.

Eksistence.
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Jāveic formulas tieša pārbaude. ¥

2.6. piemērs. Atrad̄ısim f ∈ F5[X], deg(f) = 2:



f(1) = 2,
f(2) = 1,
f(3) = 3.

Saskaņā ar Lagranža interpolācijas formulu

f(X) = 2
(X − 2)(X − 3)
(1− 2)(1− 3)

+1
(X − 1)(X − 3)
(2− 1)(2− 3)

+3
(X − 1)(X − 2)
(3− 1)(3− 2)

=

= (X − 2)(X − 3)− (X − 1)(X − 3)− (X − 1)(X − 2) =

= −X2 + 2X + 1 = 4X2 + 2X + 1.
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3. 3.mājasdarbs

3.1. Obligātie uzdevumi

3.1 Pierād̄ıt, ka virs gal̄ıga lauka nedalāmo polinomu pakāpes nav
ierobežotas (eksistē patvaļ̄ıgi augstu pakāpju nedalāmi polinomi).

3.2 Sadaliet doto polinomu nedalāmos reizinātājos virs dotā lauka:
(a) f(X) = X6 + 27, virs Q, virs R,
(b) f(X) = X5 −X, virs F5.

3.3 Atrodiet visus nedalāmos polinomus
(a) ar pakāpi 2 virs F3,
(b) ar pakāpi 3 virs F2.

3.4 Pierādiet, ka polinomam

f(X) = Xn + an−1X
n−1 + ... + a0 ∈ F2[X]

eksistē lineārs dal̄ıtājs tad un tikai tad, ja

a0 = 0 vai
n−1∑

i=0

ai = 1.
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3.5 Nosakiet saknes a kārtu dotajā polinomā f :
(a) f(X) = X4 −X3 −X + 1, a = 1, virs Q,
(b) f(X) = X3 + X + 1, a = 1, virs F3.

3.6 (Lagranža interpolācijas formula) Atrast minimālas pakāpes poli-
nomus pēc to vērt̄ıbām dotajos punktos.
(a) f(X) ∈ F3[X], f(0) = 1, f(1) = 2, f(2) = 2;
(b) f(x) ∈ R, f(0) = 1, f(1) = 0, f(2) = 2, f(3) = 0.

3.2. Paaugstinātas grūt̄ıbas un pētnieciska rakstura
uzdevumi

3.7 Atrast IG, kas nav GFG.

3.8 Izpētiet, kādos gad̄ıjumos polinoms f ∈ Fp[X] atbilst injekt̄ıvai
funkcijai Fp → Fp, un kādos - neinjekt̄ıvai. Kāda ir saist̄ıba
starp funkcijas grafa struktūru un polinoma struktūru?

3.9 Pamatot Ņūtona interpolācijas formulu. k - lauks. Ja ir doti
n + 1 dažādi k elementi a0, ..., an un n + 1 k elementi b0, ..., bn,
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tad f(X) ∈ k[X], kas apmierina nosac̄ıjumus

f(ai) = bi visiem 0 ≤ i ≤ n,

var tikt meklēts formā

f(X) = c0 + c1(X − a0) + c2(X − a0)(X − a1) + ...

+cn(X − a0)...(X − an−1) = c0 +
n∑

i=1

ci

i∏

j=1

(X − aj−1).

Mēǧiniet atrast ck kā funkciju no ai un bi, 0 ≤ i ≤ n.
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