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Lekcijas merkis - LKD, MKD, Eiklida algoritma jedzienus poli-
nomu gredzenu gadijuma.

Lekcijas kopsavilkums:

e polinomiem var definet dalisanu ar atlikumu.

e polinomu gredzenos virs lauka var izmantot Eiklida algoritmu.

Svarigakie jedzieni: redukcija ar polinomu, polinomu dalijjums
un daliSanas atlikums, LKD un MKD patvaligos gredzenos.

Svarigakie fakti un metodes: redukcija samazina reduceja-
ma polinoma pakapi, polinomu dalisana ar atlikumu, nedalamo ele-
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mentu 1pasibas, GFG piemeri, Eiklida algoritms polinomu gredzenos,
secinajumi no Eiklida algoritma.
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1. Polinomu dalisana ar atlikumu

1.1. Redukcija

R ir IG, f,g € R[X], deg(f) > deg(g) un g vecakais koeficients ir
invertejams.

Definésim operaciju polinomu kopa - f redukciju ar g:
H(f)
— R =f- .
(f,9) o(f) =1 (H(g>> g

1.1. piemers. Rx 1(X?+1)=(X?2+1)-X(X+1)=-X +1.

1.1. teorema. deg (Rg(f)) < deg(f).

PIERADIJUMS )
H(f) = a, X" H _ ai n—m
{ H(g) = bwX™ 0 >m — H(g)  bm A
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HRY(1) = (f = 35 30) = (s - 5m0) =

(f— G b X )) — H(an X" + o —an X" — ...
=f

Redzam, ka locekli ar X™ saisinas, tapec apgalvojums ir speka. B

1.2. Teorema par polinomu dalisSanu

1.2. teoréma. (viena argumenta polinomu dalisana ar atlikumu) R
ir IG, f,g € R[X] un g vecakais koeficients ir invertéjams. Tad eksisté
tiesi viens polinomu paris d,r € R[X]:

1. f=dg+r,

2. deg(r) < deg(g).
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PIERADIJUMS

d un r eksistence

Veiksim pectecigi redukcijas R4 sakot ar f, tik ilgi, kamer redukcija
ir definéta. legtisim polinomu virkni

f—=Ry(f) — Rﬁ(f) — .= R;(f), kur degRé(f) < degg.
Ir speka polinomialu vienadibu sistema

Rg(f) =f—dig
R (f) =Ry(f) — dog

RL(f) = REA(f) ~ dig.

Saskaitot vienadibu kreisas un labas puses, iegsim

! -1 l
DRy =+ RN =D dig —
i=1 i=1 i=1
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Ry(f)=f—g) di =
— i=1
=r N——
=q

f=dg+r, kur degr < degg.

d un r viemigums
Pienemsim, ka eksisté divi polinomu pari (d,r), (d',r’):

f=dg+r=dg+r = (d-d)g=1r"—r

Zinam, ka deg(r’ — r) < max (deg r, deg(fr)> < deg(g).

deg ((d - d’)g) = deg(d — d') + deg(g) < deg(g) =

d=d
N — y
deg(d — d') oo — { I
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1.2. piemeérs. f =X+ X241, g= X2+ X + 1 virs Z.

H(f)

Rg(f):f_(i)g:f—ng:_X4_X3+X2+1’

H(9)
g() Ry(f1) = fi— (-X?) g =2X"+1;
Ry(f)=Ry(f2) =f2—2-9g=-2X -1
R3(f) nav definets, jo deg (Rs(f)) < deg(g).
Rezultata ieglisim
f=X>=X?+2)g+ (-2X —1).

Velams izmantot daliSsanu ”ar sturiti”.

Izdalot Sos pasus polinomus virs Fy iegtisim

X+ X24+1=(X*+X)(X*+X +1)+

1.
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1.3. Hornera shéma (metode)
Dots polinoms f € R[X], f = a, X" + an_1 X" 1 + ... + ao.
Redzam, ka
f=a0+ X(a1 + X(az + X(...(an-1 + Xay,)...)))

Izmantojot polinomu dalisanu, var redzét, ka f var iegut ka poli-
nomu p,, kur polinomu virkne {p;}, 0 < i < n, tiek iegiita pec sada
algoritma (Hornera shéma):

i pozan7

o pi=an;+Xpi1.

1.3. piemérs. f = X3 —2X? +4X - 3.
® po =1,
e pr=-2+X,
e po=4+X(—2+X)=X?-2X +4,
e p3=f=-3+X(X?-2X+4)=X>-2X?+4X - 3.
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2. LKD un MKD polinomu gredzenos

2.1. Kopigie dalitaji un daudzkartni visparigos gre-
dzenos
2.1.1. Dalitaji

a € R sauc par {b1,...,b,,} C R kopigu dalitaju, jaV i : a|b;.
{b1, ..., b, } dalitaju kopu apzime ar D(by, ..., by).

Ipatniba patvaligos gredzenos: argumentu reizinasana ar inverte-
jamiem elementiem nemaina kopigo dalitaju kopu.

2.1. piemers. R = R[X], D(X, X?) = {cX|c € R\{0}} = D(aX, X?).

2.1. teorema. R - IG. Tad
D(bl,bg) = D(Ubl,bg), Vue Z/{(R)
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PIERADIJUMS
z|by x|uby
—
X b2 T b2
x|uby uby = qx by =ulqx r|by
T b2 l“bg x’bg T b2
|

Par kopas {b1,...,b,,} lielako kopigo dalitaju (LKD) sauksim to
kopigo dalttaju, kurs dalas ar jebkuru §is kopas kopigo dalitaju. Ci-
tiem vardiem sakot, d € D(by, ..., b,,) ir LKD, ja

d € D(by,....,b,) = d'|d.

2.1. piezime. LK D ir noteikts ar precizitati lidz asociacijai (argu-
mentiem b; un rezultatam):

d=LKD(a,b) = ud= LKD(a,b), kur u € U(R).
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Var izmainit LK D definiciju ta, lai tas butu viennozimigi noteikts.
Piemeram, polinomu gredzenu gadijuma var pieprasit, lai vecakais
koeficients butu vienads ar 1.

2.2. piemers. Z[X]|, LKD(2X +2,X?—-1)~ X + 1.

2.2. teoréma. R - IG.
1.¥beR: LKD(b,0) ~b.
2. Va,beR: alb = D(a,b) = D(a) un LKD(a,b) ~ a.
3. VabkeR:
D(a,b) = D(a — kb,b) un LKD(a,b) ~ LKD(a — kb, b).
PIERADIJUMS Tads pats ka Z gadijuma. B
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2.1.2. Daudzkartni

¢ € R sauc par {b1,...,b} C R kopigu daudzkartni, ja V i izpildas
bi|c. b1,...,b, daudzkartyu kopu apzime ar M (b1, ..., b,).

Par kopas {b1, ..., by, } mazako kopigo daudzkartni (MKD) sauc to
kopigo daudzkartni, kurs dala jebkuru §is kopas kopigo daudzkartni.
Citiem vardiem sakot, ¢ ir mazakais kopigais daudzkartnis, ja

d e M(by,...b,) = c|c.

2.2. piezime. M K D ir noteikts ar precizitati lidz asociacijai:
¢c=MKD(a,b) <= uc= MKD(a,b), kur u € U(R).

2.3. piemers. Z[X|, MKD(2X +2,X% —1) ~2(X? —1).
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2.2. Eiklida algoritms polinomu gredzenos virs lau-
kiem

2.2.1. Algoritms
k - lauks, f,g € k[X].
Rikojamies tapat ka Z gadijuma:

e sakam ar polinomu pari (f,g) ka ar pirmo pari (f,g) = (fo0,90),
f

izmantojam matricas - ak

e veicam $adus solus: ja ir iegtits paris (f;, i), deg f; < deg g;, tad
izdalam g¢; ar f;: iegistam vienadibu g; = d;f; + r;, aizvieto-
jam pari (fi,9:) ar (fi,9: — difi) = (fi, i), kur degr; < deg f;,
fi | | fi
gi

T

matricu terminos - veicam REP3 ,
e atkartojam aizvietosanu tik ilgi, kamer atlikums nav 0.

Dalisana vienmer ir iespejama, jo koeficienti ir invertejami. Iegtisim
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dalisanas atlikumu (polinomu) virkni 71,79, ...,7,—1,0 ar Ipasibu
deg(ry) > deg(ra) > ... > deg(rp_1).

Virkne, kuras elementi ir deg(r), kad r mainas algoritma izpildes
gaita, ir stingri dilstoSa virkne, tapec §1 algoritma realizacija solu
skaits ir galigs.

2.3. piezime. r vieta var ievietot jebkuru elementu ur, kur v €
U(k[X]).

2.4. piemers. R=Q[X]. f=X3-5X+2,9g=X?>-X -2
1. f=(X+1)g+ (—2X +4),
(f,9) = (=2X +4,9) vai (f,9) = (X —2,9),
2. 9= (—3X —3)(-2X +4) +0,
(9,—2X +4) — (—2x+4,0)
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2.2.2. Eikhida algoritma saistiba ar LK D

2.3. teorema. k - lauks. Pienemsim, ka tiek realizets Eiklida algo-
ritms gredzena k[X] ar sakuma datiem (f, g), g1 f, tiek veikti n soli,
pedejais nenulles atlikums ir r,,_;.

1. D(f7 ) (rn 1)
2. LKD(f,g) ~ rp-1.

PIERADIJUMS Tads, pats ka Z gadijuma. B

2.5. piemers. Q[X]. f=X3-5X+2,9=X%?-X —2.
Redzam, ka LK D(f,g) ~ —2X + 4~ X — 2.
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2.2.3. Secinajumi no Eiklida algoritma

2.4. teorema. k - lauks.
LV {f,g} € k[X] 3 LKD(f,9).
2.V {f, g} CkIX] 3 {u,v} CK[X]:
LKD(f,g) =uf +vg.
(LKD(f,g) ir f un g k[X]-lineara kombinacija)
3.V { 1, fu} CEIX] I {ur, ..., un} CE[X]:

LKD f1a~ afn Zuzfz

a’bc
4. — a‘c.
LK D(a,b) ~ 1
ab
) C : ~ ——,
5.V {a,b} C k[X] 3 MKD(a,b): MKD(a,b) LKD(a,b)
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PIERADIJUMS

1. Seko no Eiklida algoritma.

2. Pieradijums lidzigs Z gadijumam: jaapskata visas Eiklida algo-
ritma daliSanas un jaizsaka LKD ka sakotnéjo elementu lineara kom-
binacija. Algoritms lidzigs Z BlankinSipa algoritmam.

3. Izmantot indukciju ar parametru n.

Piegemsim, ka apgalvojums ir patiess visam kopam, kuras ir ne
vairak ka n — 1 elementi. Pieradisim, ka tad tas ir patiess kopai
{al, ceey an}.

LKD(flv ~~‘7fn71,fn) = LKD(LKD(flv ~~~7fn71)7fn) =

=b

wb + up frn = w nf vifi + unfn = 32 (woi) fi 4 tn fn.

i=1 i=1

bc = qa _ _
4. { 1 = 20+ yb — c=cra+cyb=
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=acr+y_bc =alc+yq) = alc
qa

5. Pieradijums lidzigs Z gadijumam. B

2.4. piezime. Ja ir doti vairaki polinomi, tad to LKD var atrast
pectecigi.

Pieméram, ja ir doti 3 polinomi f1(X), f2(X), f3(X), tad no sakuma
atrod
d12(X) = LKD(fl(X)7 fQ(X))a

pec tam
LKD(d12af3) = LKD(fl(X)va(X)7f3(X))
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2.3. Eiklida algoritma pielietojums - polinomialu
vienadojumu sistemu risinasana ar vienu ne-
zinamo

2.3.1. Polinomialas vienadojumu sistémas

Vienadojumu sistemu

fi(X)=0

, fi € R[X],
fa(X) =0

sauc par polinomialu vienadojumu sistému (PVS) ar vienu nezinamo.

2.3.2. PVS seku vienadojumi
R - gredzens. Dota PVS P

fi(X) =0
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Vienadojumu ¢g(X) = 0 sauc par P seku vienadojumu, ja V P
atrisinajums ¢ apmierina vienadojumu g(t) =0 :

fi(X)=0
= g(X)=0.
fa(X) =0

2.6. piemers. Vienkarsa seku vienadojumu konstrukcija - kapinasana
naturala pakape: f(X)=0 = f"(X)=0.
2.5. teoréma. Ir dota PVS P un tas seku vienadojums g(X) = 0.

P
Tad{P — {g(X)O

PIERADIJUMS Ja ¢ apmierina PVS P, tad ¢ apmierina ari pa-

pildinato PVS { P

g(X) =0 péc seku vienadojuma definicijas.

P
Ja t apmierina papildinato PVS , tad t apmierina art
P pap { 9(X) =0 p
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PVS P, kas satur mazak vienadojumu. H

2.3.3. PVS seku vienadojumu ieguisanas metode
2.6. teorema. R - gredzens. Ja ir dota PVS

fiX)=0

. fi € R[X],
fa(X) =0

tad jebkuru divu polinomu f;, f; dalisanas atlikums define seku vie-

nadojumu.
PIERADIJUMS Pienemsim, ka

fi(X) = d(X) f;(X) + r(X).
Pienemsim, ka ¢ ir PVS atrisinajums. Tad

[ #0020 = so=a0s0+10 — =0
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2.3.4. PVS risinasanas metode

Veicot redukcijas, agri vai velu ieguisim LKD.

2.7. teorema. k - lauks. Dota PVS

fi(X) =0
Jfi € k[X]
fulX) =0
Apzimesim LK D ( FUX), fo(X), oo, fn(X)) ar D(X). Tad

fi(X) =0
— { D(X)=0.
fa(X) =0

PIERADIJUMS Seku vienadojumu pievienosanas rezultata tiek
iegtuita ekvivalenta sistema.

Sakotnejas PVS atrisinajumi apmierina visus seku vienadojumus.
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Viens no seku vienadojumiem ir vienadojums

LKD(fl(X), ...,fn(X)) — D(X) =0,

tatad
[i(X) =0
= { D(X)=0.
¥ i D(X)|fi(X) =
fi(X) =0
{DX)=0 = ¢ ..
fa(X) =0
|

PVS risinasanas metode: atrast PVS polinomu LKD D(X), atri-
sinat vienadojumu D(X) = 0.
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3. 2.majasdarbs

3.1. Obligatie uzdevumi

2.1 Izdalit polinomus:
a) X*+ X +1ar X+ 1 virs Z,
b) 2X% —3X3 +5X2 — 1 ar X2 -3 virs R,
¢) X0+ X4+ X34+ X2+ X ar X* + X + 1 virs Fy,
d) X"+ X" !+ X ar X2 + 1 virs Fy, katram n > 2.
2.2 Atrast LKD(f, g) un izteikt to linearas kombinacijas veida, at-
rast MKD(f,g).
(a) f=X3—X2-3X+3,g=X2—1, virs QX],
(b) f=X*+X%2+1,9g=X3+1, virs Fo[X],
(c) f=X34+X+1, g=X3+2, virs F3[X].
2.3 Dotajiem polinomiem f,g € Q[X] atrast tadus polinomus a un
b, lai izpilditos vienadiba a(X)f(X) + b(X)g(X) = 1:
(a) f(X)=X3 g(X)=(1-X)>
(b) f(X)=X? g(X)=(1-X)"
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2.4 Atrisinat PVS.
() X3 —2X2-3X+41=0 virs @
X4+ X2-2X-1=0 '
X4—-X3 - X247X-6=0
b) { X*4+2X34X2-4=0 , virs Q.
X°42X4—-X—-2=0

3.2. Paaugstinatas griitibas un péetnieciska rakstura
uzdevumi

2.5 Visiem naturaliem n un m polinomiem f(X) = X" un ¢g(X) =
(1 —X)™ virs Q[X] atrast tadus polinomus a un b, lai izpilditos
vienadiba a(X)f(X) + b(X)g(X) = 1.

2.6 k - lauks, f,g € k[X], d = LKD(f,g). Pieradit, ka 3 vien-
nozimigi noteikti a, b € k[X]:

(a) d=af +bg;
(b) dega < degg — degd,
(c) degb < deg f — degd.

Izstradat algoritmu a un b atrasanai.
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