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Lekcijas merkis:
e apglt viena argumenta polinomu teorijas pamatjedzienus.

Lekcijas kopsavilkums:

e jebkuram gredzenam R var definét ta paplasinajumu - viena
argumenta polinomu gredzenu virs R,

e polinomam var definet pakapi.

Svarigakie jedzieni: gredzens, komutativs gredzens, unitars gre-
dzens, integrals gredzens, lauks, skaitlu gredzeni, matricu gredzeni,
funkciju gredzeni, apaksgredzens, gredzenu homomorfisms un izomor-
fisms, viena argumenta polinomu gredzens, polinoma koeficienti, lo-
cekli (termi), monomi, vecakais loceklis, pakape, substitucija, poli-
nomu dalamiba, asociacija.
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Svarigakie fakti un metodes: invertéjamie elementi veido gru-
pu, polinomi veido gredzenu, polinoma pakapes 1paSibas, dalamibas
1pasibas, asociacijas 1pasibas, polinomu gredzena ir linearas telpas
struktura.
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1. Gredzeni - atkartojums no skaitlu teori-
jas kursa

1.1. Pamatdefinicijas

Par gredzenu sauc kopu R, kura ir uzdotas divas binaras operacijas
(x,y) — x +y (aditiva operacija, saskaitisana),
(z,y) — xy (multiplikativa operacija, reizinasana),
kas apmierina Sadas 1paSibas:

e operacija - ir asociativa: (ab)c = a(bc),

e ir speka kreisa un laba distributivas 1pasibas:
a(b+ ¢) = ab + ac,
(a+b)e = ac+ be.

Gredzenu sauc par
e komutativu gredzenu, ja operacija - ir komutativa: V a,b € R
izpildas ab = ba.
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e gredzenu ar vieninieku (unitaru gredzenu), ja 3 neitralais ele-
ments e (1) attieciba uz reizinasanas operaciju: V a € R:

ae = ea = a.
u € R - (multiplikativi) invertéjams, ja 3 z = a~! € R tads, ka

az = za = 1. R invertéjamo elementu kopu apzime ar U(R).

1.1. teorema.

1. (U(R),-) ir grupa.

2. { Zzg(m — ab,ba € U(R).

PIERADIJUMS
1. Japarbauda grupas aksiomas.

2.abeU(R) = Jz€R: (ab)x=1 = albx)=1 =
a € U(R) - pretruna. W
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Gredzenu sauc par
e integralu gredzenu (IG), ja tas ir komutativs un taja nav nulles
dalitaju: ab=0 = a=0Vb=0;

e lauku, jatasir IGunr #0 = r € U(R) (U(R) = R\{0}).

1.1. piemers. Skaitlu un no tiem atvasinatu objektu gredzeni:
e "pats galvenais” gredzens - Z (IG, bet ne lauks);

e kanoniskie skaitlu gredzeni - Q,R,C (lauki);
e atlikumu klasu gredzeni mod m - Zy,;

e atlikumu klasu gredzeni mod p, kur p ir pirmskaitlis - F,, (lauki).

1.2. piemeérs. Matricu gredzeni- Mat(n, R), kur R ir komutativs gre-
dzens, operacijas - matricu saskaitiSana un reizinasana (nekomutativi
gredzeni ar vieninieku, 0 - nulles matrica, 1 - vienibas matrica).

1.3. piemers. Funkciju gredzeni. X - kopa, R - gredzens. Fun(X, R)
- visu funkciju X — R kopa. Definésim funkciju summu un reizinaju-
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(f +9)(x) = f(z) + g(z),
(f-9)(x) = f(z) - g().
Var parbaudit, ka Fun(X, R) ar $adam operacijam veido gredzenu
(komutativi gredzeni ar nulles dalitajiem).

Gredzena R apakskopu S C R sauc par apaksigredzenu (apzime
S <R), ja
e ta veido apaksgrupu attieciba uz saskaitisanu (aditivu apaks-
grupu),
e ta ir slegta atieciba uz reizinasanu: a € S, b€ S = abe S,

e unitariem gredzeniem pieprasa, ka apaksgredzens satur 1.
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1.2. Gredzenu homomorfismi

(R1,+R,,*R, ), (R2,+R,,*R,) - gredzeni. Funkciju f: Ry — Ry
sauc par gredzenu homomorfismu, ja ta saglaba gredzenu operacijas:
f(fﬂ *Ry y) - f(l’) *Ro f(y),
f@+r y) = f(@) +r, f(y)

Gredzenu homomorfismu sauc par gredzenu izomorfismu, ja tas ir
bijektivs. Ja Ry un Rs ir izomorfi gredzeni, tad rakstisim R ~ Rs.

Ja gredzeni ir izomorfi, tad var uzskatit, ka tie atskiras tikai ar ele-
mentu un operaciju apziméjumiem - to operaciju tabulas ir vienadas

1.4. piemers. Gredzenu homomorfismu piemeri -

e jebkura gredzena vienibas attelojums,
e mazaka skaitlu gredzena ieklausana lielaka,

e redukcija mod m.
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1.3. Dazas lietderigas identitates gredzenos

1.3.1. Pakapju summa un starpiba

n—1

a® — b =(a—b)- > a7 = (a —b)(a" L+ a2+ ... +

=10
abn72 +bn71)'
n =1(mod 2) =

a”+b" = (a+b)- > (=1)ia" 7 = (a+b)(a" "t —a" b+ ... +
i=0
abn72 +bnfl)'

1.3.2. Kvadratu summu reizinajums - Brahmaguptas-Fibo-
naci vienadiba
(a®+b%)(c?+d?) = (ac—bd)? + (ad+be)? = (ac+bd)? + (ad —be)?.
(a®+mb?)(c? +md?) = (ac—mbd)? +m(ad+bc)? = (ac+mbd)? +
m(ad — bc)?.
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2. Polinomu teorijas pamatfakti

2.1. Pamatdefinicijas

R - komutativs unitars gredzens. Definésim R[X] ka visu formalu
izteiksmju
W X"+ a1 X" T+ a1 X +a0= ZaiXi,
i=1

kur a; € R,n € NU {0}, kopu.

n o0
Var uzskatit a1, ka > a; X" = > a; X", kura; =0,Vi>neN.
i=1 i=1
Divi polinomi ir vienadi <= tiem ir vienadi koeficienti pie visam
argumenta pakapem.

Defineésim divas operacijas:
n . n . n

. (Zain)—i—(Zbin) S (a; + bi) X
i=1 i=1 i=1
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. (aaiXZ) . ( ZlbiXZ) = 21 ¢; X7, kur ¢; = lz%)albj_l.
i= i= j= =

2.1. piemers. (X +1)+ (X —1)=2X, (X - 1)(X +1) = X2 -1,
R[X].

2.1. teorema.

1. Kopa R[X] ar definetajam operacijam veido komutativu gredze-
nu ar reizinasanas neitralo elementu 1 un saskaitiSanas neitralo
elementu 0.

2. Elementi forma ag € R € R[X] veido apaksgredzenu Ry ~ R.

PIERADIJUMS Patstavigs darbs. Ir japarbauda visas komutativa
gredzena aksiomas. W

R[X] sauc par viena argumenta polinomu gredzenu virs R. Loceklu
kartiba nav svariga (komutativitates del), to izvelesimies ta, lai buitu
ertak stradat.
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Simbola X vieta var lietot jebkuru citu simbolu: R[X] ~ R[Y]
vV X,)Y.

e Gredzena elementus a; sauc par polinoma koeficientiem.

e Polinomus forma aX™ sauc par locekliem (termiem).

Polinomus forma X" sauc par monomiem.

Polinoma locekli ag sauc par brivo locekli.

Polinoma f locekli aX™, a # 0, ar lielako pakapi m sauc par
vecako locekli, apzime ar H(f), a sauc par vecako koeficientu,
m sauc par polinoma pakapi deg(f).

2.2. piemers. f = —3X2+ 10X — 4, H(f) = —3X?, deg(f) = 2.
Nulles polinomam 0 pakapi definé vienadu ar —oco.

Ja deg(f) = 0,(1,2,3), tad f ir konstants (linears, kvadratisks,
kubisks) polinoms.
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2.2. Polinoma pakape un tas 1pasibas
2.1. piezime. Definésim
—o0 < n,
—00 +n = —00,

—00 + (—00) = —00.

2.2. teoréma. R - 1G, f,g € R[X]. Tad:
. deg(f + g) < max(deg(f), deg(g));

- deg(fg) = deg(f) + deg(9);

. R[X] ir IG;

w N =

I

 CURIX]) { )

PIERADIJUMS
1. Divu polinomu summas vecaka koeficienta indekss nevar bt
lielaks ka lielaka no polinomu pakapéem (var but mazaks, ja koeficienti
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pie daziem monomiem salsinas).

2.VAtseViélgi apskatam gadijumu, kad vismaz viens no polinomiem
ir 0. Sada gadijuma apgalvojums ir speka.

Pienemsim, ka neviens no polinomiem nav 0.

f=MmX"+ ..
g=gmX™+ ...

fg=(faX" 4. ) g X" + ) = (frgm) X" 4 ..

=

R-1G = fogm #0 =

deg(fg) = n+m = deg(f) + deg(g).
3. fg=0 = deg(f) +deg(g) = —o0 <= deg(f) = —oo vai
deg(g) = —0c0 = f=0vaig=0.
4. fg=1 = deg(f) +deg(g) =0 — deg(f) = deg(g) =0 un
f.g€eUR).
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feU(R) = [feU(R[X]), joU(R) CURIX]). B

2.3. Citas pamatipasibas

2.3.1. Linearas telpas struktiira
k - lauks. Kopa k[X] var definét linearas telpas operacijas:
e saskaitisana: (f,g) — f+g,

e reizinasana ar k elementu (reizinasanu ar skalaru): (A, f) — Af.

2.3. teorema. k - lauks.

1. k[X] ar saskaitiSanas un reizinasanas operacijam veido k-linearu
telpu.

2. Monomu kopa {1, X, X? ...} ir k[X] baze (kanoniska baze).

PIERADIJUMS
1. Linearas telpas aksiomu parbaude:
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e saskaitiSanas asociativitate un komutativitate,

e neitrala un inversa elementa eksistence attieciba uz saskaitisanu
- 07 f - _f7

e reizinasanas ar skalaru 1pasibas
2. Var parbaudit, ka {1, X, ...} ir lineari neatkariga kopa
M-1I+HMX+ +X"=0 — Vi: \=0.

{1, X, ...} ir k[X] veidotajsistéma = ta ir baze. W

2.3.2. Substitucijas

f(X) =a, X"+ ...4+a9 € RIX]. Yr € R elements f(r) € R
tiek saukts par substitiiciju vai substitiicijas rezultatu (X vieta tiek
ievietots konkréets r € R).

Tadgjadi V r € R ir defineta funkcija
®, : R[X] — R, kur ®,.(f) = f(r).
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2.4. Dalamiba (polinomu un patvaligos gredzenos)
Saja sadala visi gredzeni ir unitari IG (piemeram, R[X], kur R -
IG).
2.4.1. Dalamibas 1pasibas

Saka, ka f € R dalas ar g € R (apzime ar g‘f), ja 3h € R tads, ka
f =hg.

2.3. piemers. Ja n > m, tad Xm‘X".
Dalamibas Tpasibas - lidzigas veselo skaitlu dalamibas 1pasibam.

2.4. teoréma. R - IG, unitars (pieméram, A[X], kur A - IG).

1. a’bl, a‘bQ, R — a’(b1+...+bn).
a‘b

2. — a,’c.
b‘c
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3. a’b — VeeR: a‘bc.

a‘b
i ac’bd.

c‘d

5. u € U(R) <= u‘l.

PIERADILJUMS
1.-4.Pieradam Iidzigi veselo skaitlu gredzena gadijumam.

5. ueU(R) <— Fuv eR: wu/ =1 < u|l. B
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2.4.2. Dalamiba un asociacija

Saja sadala visi gredzeni ir unitari IG (piemeram, R[X], kur R -

1G).

Ja b‘a un a‘b, tad a un b sauc par asociétiem elementiem, apzimé
ar a ~ b (~ ir binara attieciba kopa R).

2.4. piemeérs. Z - ta. k[X] - uf, kur u € k, u # 0.

2.5. teorema.

1. ~ ir ekvivalences attieciba (refleksiva, simetriska, tranzitiva).

2.a~b << Fucl(R):a=ub.

PIERADIJUMS
1. Refleksivitate a =1 - a.

Simetrija Seko no definicijas.
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Tranzitivitate
alb alb
{awb bla blc
< <
b~ec ble clb
clb bla
— a~c

2.a~b = a=cb=c(da) = (c)a =
~—~—
=b

o =1 = ¢,d €eU(R).

b‘a b‘a
a=ub — — — a~b N
b=u"la a‘b
2.2. piezime. Ta ka ~ ir ekvivalence, ir definetas atbilstosas ekviva-

lences klases.
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3. 1l.majasdarbs

3.1. Obligatie uzdevumi

1.1 Pieradit, ka komutativs unitars gredzens ir IG tad un tikai tad,
ja izpildas multiplikativas saisinasanas likums:
jazy=xzzun x # 0, tad y = 2.
1.2 Atrast piemerus funkciju gredzeniem Fun(X, R), kuros eksisté
nulles dalitaji.

1.3 Pieradit, ka gredzena k[X], kur k ir lauks, polinomi ar pakapi 0
dala visus polinomus.

1.4 Pieradit, ka bezgaligd gredzena neinvertéjamu (nenulles) ele-
mentu kopa ir bezgaliga vai tuksa.

1.5 Cik ir dazadu kubisko polinomu virs IF,,?
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3.2. Paaugstinatas gritibas un pétnieciska rakstu-
ra uzdevumi

1.6 Nosakiet, vai dotas kopas ar dotajam operacijam ir gredzeni:
() (Qp,+,), kur Qp = {m/n € QILKD(n,p) =1}, p € P;
(b) (Q[v2],+,) realie skaitli forma a + bv/2;
(c) realie skaitli forma a+b+/2, kur a,b € Q, operacijas - skaitlu
saskaitiSana un reizinasana;
(d) simetriskas n x n matricas ar realiem elementiem, operaci-
jas - matricu saskaitiSana un reizinasana.

1.7 Dots f(z) = an2™ + ap_12" * + ... + a1z + ag, n > 0, a,, # 0,
V i a; € Z - nekonstants polinoms ar veseliem koeficientiem.
Pieradit, ka bezgaligi daudziem n € Z f(n) ir salikts skaitlis
(f(n) =ab, kur |a| > 1 un |b| > 1).
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