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Lekcijas merkis - apgut pamatfaktus par polinomu faktorizaciju
virs R un C.

Lekcijas kopsavilkums:
e var definet komplekso skaitlu lauku C, kas ir R paplasinajums,
e polinomi virs C faktoriz€jas linearos polinomos,

e polinomi virs R faktorizgjas linearos un kvadratiskos polinomos,
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e pastav formulas, ar kuru palidzibu var atrisinat 2. un 3. pakapes
vienadojumus.

Svarigakie jedzieni: kompleksie skaitli, kompleksa plakne, kom-
pleksa skaitla modulis un arguments, kompleksi saistitais skaitlis, kom-
pleksi saistitais polinoms, kompleksa skaitla trigonometriska un ek-
sponenciala forma.

Svarigakie fakti un metodes: komplekso skaitlu 1pasibas, kom-
pleksa skaitla mn-tas kartas saknes aprekinasanas formula, C alge-
briskais slegtums, faktorizacija virs C, faktorizacija virs R, Kardano
formulas.
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1. Pamatfakti par C

1.1. Motivacijas

1.1.1. Algebra

Algebriska motivacija - gredzena R nevar atrisinat pat tadu vien-
karsu algebrisku vienadojumu ka
2 +1=0,
tapec ir velams paplasinat gredzenu R Iidz kadam lielakam gredzenam,
kura $adi vienadojumi butu atrisinami.

1.1.2. Geometrija

Geometriska motivacija - R atbilst taisnes punktiem, bet taisne
atrodas plakne, tapec velams paplasinat R ta, lai lielaka gredzena
elementi atbilstu plaknes punktiem.

Izradas, ka abas motivacijas var apmierinat vienlaicigi un saskanoti.
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1.2. Paplasinajuma modeli

1.2.1. 1.modelis - komplekso skaitlu plakne

Apskatisim plakni ar Dekarta koordinatu sistemu. Ta ka katram
plaknes punktam var savstarpeji viennozimigi piekartot ta Dekarta
koordinates - realu skaitlu pari, tad plakne identificet ar R Dekarta
kvadratu

R? = {(z,y)|z € R,y € R}.

Definesim divas binaras operacijas kopa R? sada veida:

o (z1,y1) + (z2,y2) = (x1 + 2,y1 + y2) (vektoru saskaitisana),

o (1,y1) - (z2,92) = (172 — Y1y2, T1Y2 + T2y1) (kaut kas jauns).

Var parbaudit, ka V(R27 +,-) ir lauks, kura 0 ir elements (0,0) un
1 ir elements (1,0). So lauku apzimé ar C un sauc par komplekso
skait]u lauku.

Elementi forma (z,0) veido apaksgredzenu, kas ir izomorfs ar R.
Elementu (z,0) identificesim ar z. Tadgjadi C var uzskatit par R
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paplasinajumu, kas apmierina geometrisko motivaciju - R < C.

Var redzet, ka elements ¢ = (0,1) apmierina vienadojumu
> 4+1=0.
Redzam, ka
(2,y) = (2,0) + (0,y) = (,0) + (0,1)(y,0) = = + iy,

8o pierakstu parasti arl izmanto.

1.2.2. 2.modelis - antisimetriskas matricas

Apzimesim ar C realo 2 x 2 matricu kopu, kuras elementi ir forma
a |b
—b|a

Matricam ir defineta saskaitiS8ana un reizinasana.

Var parbaudit, ka (C,+, ) ir lauks, kura
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. . 110
e 1 ir vienibas matrica Ey = [T‘—} .

C satur apaksgredzenu R, kura elementi ir matricas forma

oo

R ~ R (gredzenu izomorfisms), tadejadi var uzskatit, ka C ir R
paplasinajums.

leverosim, ka matrica
0|1
-]

apmierina matricu vienadojumu

I? + E;, = 0.
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Tadejadi C var interpretét ka R paplasinajumu, kas apmierina
vienu no motivacijam.

1.3. Pamatfakti

1.3.1. Aritmetiskas operacijas

Komplekso skaitlu operacijas ir definetas sada veida:
o (w1 +iy1) £ (z2 +iy1) = (¥1 + 22) Ti(y1 + v2),
o (1 +iy1) - (z2 +iye) = (v122 — y1y2) +i(T1y2 + T2y1),

(]
T1 i TiT2+ iy | Ty — Tl

To+iys i 4yl 3+ y3

Ja z =z +1y, tad = Re(2), y = Im(z), Z = v — iy (kompleksi
saistitais skaitlis). Redzam, ka 2z = 2% + y? = |22 > 0. Redzam, ka
2] =0< 2z=0.
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Komplekso skaitlu kopa nav dabiska realo skaitlu salidzinasanas <
(pilna sakartojuma) analoga.

1.3.2. Polarie parametri un trigonometriska forma

Par z = x + iy moduli sauc lielumu |z| = r = y/z2 + y2.

Par z = x + iy argumentu arg(z) sauc saistitas polaras sistémas
koordinati ¢, kas apmierina sakaribas

T =TCoSp
Yy = rsinp.
Redzam, ka

z=rcosp+irsine = r(cosp + isin )

(kompleksa skaitla trigonometriska forma).

Redzam, ka arg(z) ir noteikts ar precizitati lidz 27 daudzkartnim.
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1.3.3. Ipasibas
f(X)=>"" 1 a; X", definesim kompleksi saistito polinomu

Fx)=> ax"
i=1
1.1. piemers. f(X)=iX +1 = f(X)=—iX + 1.

1.1. teorema. Kompleksajiem skaitliem izpildas sadas 1pasibas:
L [z1 + 22| < |21 + |22],
2. |a1z| = a2l 2] = £,
3. arg(z122) = arg(z1) + arg(z2),
4. 21 +20 =Z1 + 73 un 71 - 23 = z1 - 23 (kompleksa saistiSana ir
gredzenu homomorfisms),

5.V feClX]: fz)=f@3).

PIERADIJUMS Tiesa parbaude. W
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1.1. piezime. No teoremas seko Muavra formula:

n
(r(cos ¢+ isin <p)> = r"(cosnp + isinny).

1.2. piezime. No teoremas seko n-tas kartas saknes aprekinasanas
formula:

z =r(cos p +isingp), n_ o, — o
w = p(costy +isiny) — P — {7 \!;QWZ
P n =g p = etz

Dazadas i vertibas ieglisim, ja [ vieta liksim visu atlikumu klasu
mod n parstavjus, pieméram, kopas {0, ...,n — 1} elementus.

Apkopojot iegustam sadu rezultatu:

27l 2l
Yz = /2| (COS(WFTTF) + isin(wTﬂ)), kur ! € {0,....,n — 1}

1.2. piemers. /i = ﬁ(cos(@)—i—i sin(@)), kur [ € {0,1}
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= Vi==2(F2 +iL2).

1.3.4. Eksponenciala forma

Eksponentfunkciju e® var visparinat uz C - definet funkciju
f:C—C
f(z) =€
ar $adam 1pasibam:
e ja z € R, tad funkcija sakrit ar klasisko eksponentfunkciju,

e A1tz — e*le*?,

° ezlzg — (621)22.

Var pieradit Eilera formulu:
¥ = cosp +isingp, kur ¢ € R.
Kompleksos skaitlus var uzdot eksponencialaja forma
2 = |z|(cos p + ising) = |z|e'?.
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1.3. piemers. —1 = ¢'™.

1.4. C algebriskais slegtums

Lauku k sauksim par algebriski slégtu, ja V f € k[X], deg f > 1:
V(f) #0.

Citas ekvivalentas definicijas:

e tikai linearie polinomi ir nedalami gredzena k[X];

o V f € k[X] sadalas linearos reizinatajos;

e V f € k[X] saknu multiplicitasu skaits ir vienads ar deg f.

1.4. piemérs. R nav algebriski slegts, jo polinoms X241 ir nedalams.
V p € P lauks [F, nav algebriski slegts.

1.2. teoréma. (algebras pamatteoréma) C ir algebriski slegts lauks.
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PIERADIJUMS Aprakstisim tikai pieradijuma galvenos solus un
paligrezultatus.

Paligrezultati no matematiskas analizes.
A Ja f:C — C ir polinomiala funkcija, tad f ir nepartraukta.

B Ja g : C — R ir nepartraukta funkcija, tad ta pienpem savu
minimalo vertibu katra ierobezota slegta C apakskopa.

C Ja f: C — C ir polinomiala funkcija, tad 3 r € R tads, ka
F( > fO) Y 2 [z] >
D Ja f: C — C ir polinomiala funkcija, tad 3 z9 € C, kura |f(2)|
pienem savu minimalo vertibu.

E Ja f : C — C ir nekonstanta polinomiala funkcija un | f(u)| # 0,
tad 3¢t € C tads, ka

F@O <1 (w)].

Pieradijuma kopsavilkums.
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f € C[X]. Saskana ar paligrezultatu D 3 zo € C, kura |f(2)|
pienem minimalo vertibu:

|f(2z0)| < |f(2)| visiem z € C.
Ja [f(20)| # 0, tad saskana ar paligrezultatu E Jwy € C tads, ka
|f(wo)| < |f(20)] — pretruna.l

2. Polinomu faktorizacija virs C un R

2.1. Faktorizacija virs C

2.1. piezime. (algebras pamatteoréma) Ta ka C ir algebriski sléegts
lauks, tad katrs f € C[X] sadalas linearos reizinatajos.

2.1. piemeérs. Sadalit reizinatajos polinomu X3 — 1.
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2.2. Faktorizacija virs R

Izmantosim agrak pieraditu faktu, ka V nedalams polinoms virs R
dalas nedalamos polinomos virs C (kas var but tikai lineari).
2.1. teorema. R[X] nedalama elementa pakape neparsniedz 2.

PIERADIJUMS

Piepemsim, ka f € R[X] ir sadalits linearos reizinatajos virs C:

FX)=uw(X —2z1)...(X — zp).

ceV(f) — { ;828:0

FERX] = f=f = fa)=f@)=f7=0 =
= zeV(f).

Tadejadi, z € V(f) = {z,Z} CV(f).
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Esam ieguvusi sadu V(f):
V(f) = { A1,y O 5 21, 21, ...,Zl,?l}
—_——— —}/ —
realas saknes kompleksas saknes
Seko, ka f faktorizejas virs C sada veida:
fX)=u(X—-a1)..(X—ap) X—21)X—-21)..(X —2)(X — 7).

realas saknes kompleksas saknes pa pariem

Meginasim apvienot kompleksos linearos reizinatajus ta, lai iegtitu
polinomus ar realiem koeficientiem. Ieverosim, ka

(X —2)(X—-2)=X?— (2+2)X + 22 = X?> 4+ pX + ¢ € Z(R[X]),
jo tam nav realu saknu (ja biitu realas saknes, tas biitu pretruna ar
to C[X] ir VFG).

Apvienojot visus kompleksi saistitos parus, iegisim f € R[X]
sadalijumu nedalamos reizinatajos, kas ir noteikts viennozimigi:

f(X) = (X —a)* (X —ap) (X2 +m X +q) (X2 X +q)P.
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Taka f bija patvaligs, tad secinam, ka nedalami polinomi gredzena
R[X] var bt ar pakapi 0, 1 vai 2. B
2.2. piemeérs. Sadalit nedalamos reizinatajos X¢ — 1 virs R:

X0 1=(X?-)(X*"+ X+ 1) =X -DX+D) (X' + X2 +1) =
N————
gruti

(XX +H ) =X -DX+ D)X+ X +1)(X2 =X +1).

2.3. Precizas formulas polinomu sakném, kuru pa-
kape neparsniedz 3

2.3.1. deg(f)=2
Dots polinoms f(X) = X%+aX+b € C[X]. Risinasim vienadojumu
X?+aX +b=0.

1.solis - lineara substitiicija.
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Veiksim substitiiciju
X—-Y=X+u
un parveidosim vienadojumu:
Y —u)? +alY —u)+b=
Y24+ (—2u+a)Y + (u? —au+b) =0

Redzam, ka nemot u = g, iegiisim vienadojumu forma
Y24 p=0.
2.solis - kvadratsaknes atrasana un pareja uz sakotnégjo

nezinamo.

Redzam, ka Y = /—p. Ja tiek fikseta kada konkreta /—p vertiba,
tad ir divas saknes: \/—p un —/—p.

Atrodam X pec formulas X =Y — 2.
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2.3.2. deg(f) =3 (del Ferro-Tartaglia-Cardano formulas)
f(X) = X3+ aX?+bX + c € C[X]. Risinasim vienadojumu
f(X)=X*+aX?+bX +¢c=0.

1.solis - lineara substitiicija.
Veiksim substitiiciju

X—-Y=X+u
un parveidosim vienadojumu:
Y —u) +aY —u)?+bY —u)+c=
Y3+ (=3u+a)Y? + (3u® — 2au + b)Y + (—u® +au? —bu+c) =0
Redzam, ka nemot u = g, iegisim vienadojumu forma
Y3 4+pY +¢=0.

2.solis - briva parametra ievieSana.
Meklesim Y forma
Y =a+f,
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22
ievietosim vienadojuma un iegusim
(a+8)° +pla+B)+q=(a+H)Bas+p)+ (@ +5°+q) = 0.

3.solis - brivibas izmantoSana redukcijai uz kvadratviena-
dojumu.

Izmantojot brivibu, kas radas ievieSot vienu brivibas pakapi, va-
ram pieprasit, ka izpildas sakariba starp « un g - vienadiba

3af+p=0.

Attieciba uz o un 3 iegusim sistemu

af = -t
ad + 3% = —q.

vai sekojosu sistému (ar, iespgjams, lielaku atrisinajumu kopu)

3123 _
a’f = -5

4.solis - sakotn€jo nezinamo atrasSana.
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Atrisinasim sistému attieciba uz o un G:

A—
3_ —at @+
al
53 _ Taf ‘212_% )
Redzam, ka
3 Ap3
| —q+\@+ s —a— P+
Y=« = .
+5 2 + 2
Kuba saknes ir jaizvelas ta, lai izpilditos nosacijums
p
aff =—z.
p 3

Kompleksajiem skaitliem eksiste tris kuba saknes, ta ka skiet, ka va-
jadzetu rasties 9 saknem, jo katru no o un f var izveleties 3 veidos.
Isteniba ir tikai 3 atrisinajumi.
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4.majasdarbs

Obligatie uzdevumi

Izmantojot kvadratbrivas faktorizacijas metodi sadaliet nedala-
majos reizinatajos polinomus:
(a) X5+ X4 —5X3 - X2 48X —4, virs Q;
(b) X7 —5X6+12X° — 18X* + 18X3 — 12X? + 5X — 1, virs
Q;
Attelojiet kompleksaja z-plakné apgabalu, kas apmierina nosa-
cjumu
|z — 1] < 1.
Atrisiniet kompleksajos skaitlos vienadojumu
2 44=0.

Sadaliet nedalamajos reizinatajos polinomu X® — 1 virs C un
virs R.
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4.5 Izmantojot Kardano formulas atrisiniet kompleksos skaitlos vie-
nadojumu
X?+12X? +45X + 50 = 0.

3.2. Paaugstinatas grutibas un petnieciska rakstu-

ra uzdevumi

4.6 Atrodiet LKD(X™ 4+ 1,X™ 4+ 1) virs C, kur m,n € N.
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