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Lekcijas merkis:
e apgit Grobnera bazu atrasanas algoritmus (neiedzilinoties pie-
radijumos).

Lekcijas kopsavilkums:

e katram idealam eksisté Grobnera baze, pieradijjuma var tikt iz-
mantota geometriska interpretacija;

e idealu generatoru kopas un GB var parveidot lidzigi LVS par-
veidojumiem Gausa metodg;

e ir kriterijs (Buhbergera kriterijs), ar kura palidzibu var palielinat
ideala generatoru kopu, kamer ir ieguta GB, pielietojot kritériju
ir javeic noteiktas operacijas ar polinomu pariem;

e izmantojot Buhbergera kritériju un idealu generatoru kopu par-

veidojumus, var iterativi mainit sakotnejo generatoru kopu lidz
tiek ieguta GB.
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1. Grobnera bazu eksistence

1.1. Diksona lemma

Atceresimies, ka n-argumentu monomu pakapes var interpretét ka
vektorus ar veselam nenegativam koordinatem no kopas N*".

Ja p € N*, tad definésim p énu
S(p)=p+N"={AeN"A=p+v, kur v e N}

Teverosim, ka
AES(p) = X =Xrv=Xr X" < X"X\

1.1. piemeérs. n =2, u = (2,0).

1.1. piezime. Katru N*? apakskopu var nosegt ar galigas vektoru
kopas enam.
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1.1. teorema. (Diksona lemma) Katrai kopai M C N*" eksiste galiga
apakskopa {1, ..., ux } € M tada, ka

M C S(,u1) U...u S(/},k)

(katru kopu M C N*™ var parklat ar tas galigas apakskopas {1, ..., pr }
elementu enam)

PIERADIJUMS Skatit nakamo lekciju. W
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1.2. Eksistences teorema

1.2.1. Ideala vecako monomu kopa

Apzimesim ideala I vecako monomu pakapju vektoru kopu ar
M C N*™

Mp={p e N"| eksiste f € I: H(f) =aX"}.

1.2. teorema. M; + N** C M; (M; ir slegta attieciba uz visu
elementu énu pievienoganu).

PIERADIJUMS

weMp = 3fel:H(f)=aX".

Seko, ka VA € N*” izpildas X)‘(aX“) €l = p+reM;.
———

=g X Hrt+A
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1.2.2. Teorema

1.3. teoréma. Katram idealam I € k[X7, ..., X,,] eksiste GB.

PIERADILJUMS
Saskana ar Diksona lemmu kopu M var noklat ar galigas apaks-

kopas elementu enam: 3 vektoru kopa {u1, ..., } € M; tada, ka
M; C S(/,Ll) U...u S(,ul).

Seko, ka
e 3 f, €I, tadi, ka H(f;) = a; X*,
o V fecldyu,;tads, ka
H(f) = aX" T =aXM XY = XM|H(f) < H(f;)IH(f).

Seko, ka {f1,..., fi} ir GB. &
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1.4. teoréma. (Hilberta bazes teoréma) V idealam I C k[X7, ..., X,)]
eksiste galiga generatoru kopa:

El 917"'7gm : I: <917"'7gm>'

PIERADIJUMS Katram idealam I eksiste GB G(I) = {g1, -, gm }
kas ir I galiga generatoru kopa. W
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2. Grobnera bazu atrasanas algoritms

2.1. Vienkarsie parveidojumi
2.1.1. Ideala generatoru kopas elementarie parveidojumi

2.1. teoréma. (ideala generatoru kopas elementarie parveidojumi)
1. Ideala generatorus var mainit vietam (pirma veida elementarais
parveidojums).

2. I = <f1, -~-7fm> AN fz/ =Nfi, kur \; #0 =
I={f1,0y fl s es fm)-
~
TLfi
(jebkuru ideala generatoru f; var aizvietot ar A;f;, otra veida
elementarais parveidojums).

3o L= (fi,,fm) N fi=Ffi+cijfi =
IT={f1,ey f] s ees )
~~

TLfi
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(jebkuru ideala generatoru f; var aizvietot ar f; + ¢;;f;, tresa
veida elementarais parveidojums).

4. I = <f1,...,fm> A {gl,...,gl} Q I —

I= <f17 cey fma g1y -y gl>
(ideala generatoru kopai var pievienot jebkuru ideala apakskopu,
ceturta veida elementarais parveidojums).

PIERADIJUMS
1. SaskaitiSana un reizinasana gredzena k[Xi,...,X,] ir komu-
tativa.
2.
Z hjfj-f—hifi = r= Z hjfj-l-hiyfi <—
J=Lj#i =1,j#i v
Z h;fj + )\fl)<:>r— Z hjf; + hif].
J=1j#i J=Lj#i
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3.
m
r= Z hufu+hzf1+h]fj —
u=1,ug{i,j}

r= Z hufu + h,f, + hicijfj — hicijfj + hjfj <~

u=1,ué{i,j}
r= Y hufuthilfi+cif;) + (hy = hicij) f; <=

u=1,u¢{i,j}

r= Y hufuthifl + ;.
u=1,ué{i,j}

4. Jebkuru ideala elementu r var izteikt ka sakotnejo elementu
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f1, ..., fm linearu kombinaciju, jaunie elementi nav obligati jaizmanto:
m m l
?":Zhjfj :>r:2hjfj+20-gu.
j=1 j=1 u=1

2.1. piezime. Svarigs specialgadijums - f; + ¢;; f; ir viena redukcijas
sola rezultats. Ta ka dalisana ar atlikumu vai redukcija ir redukci-
jas solu virkne, seko, ka jebkuru ideala generatoru var aizvietot ar
redukcijas rezultatu.

2.2. piezime. Otra veida elementaros parveidojumus var izmantot,
lai mainttu zTmes vai koeficientus pie lielaka monoma.

2.1. piemers. [ = (X2 -Y? -1, X +1) —
I=(-Y X +1)= (Y2 X +1).

I=(XY -2X) = I=(-2X)=(1,X) — I=k[X,Y]
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2.1.2. Grobnera bazu elementarie parveidojumi

2.2. teoréma. (GB neviennozimigums)
1. GB var pievienot jebkuru galigu ideala apakskopu - ja F ir G(I)
un F' ir tada, ka F' C I, F' D F, |F'| < oo, tad F" arT ir G(I).

2. No GB var izmest elementu, kura vecakais terms dalas ar kada
cita GB elementa vecako termu - ja F ir G(I), f;, f; € F un

H(fHIH(f), tad FA{fi} arl i G(I).

3. GB elementu var aizvietot ar redukcijas sola un, sekojosi, arT
redukcijas, rezultatu - ja F ir G(I), fi, f; € Fun f] = fi+cijf;

ir redukcijas sola rezultats, tad (f\{fz}) U f! artir G(I).
4. GB elementu var aizvietot ar otra veida parveidojuma rezultatu.
PIERADIJUMS

1. Pievienojot GB citus ideala elementus, saglabasies Grobnera
bazu defingjosa 1pasiba.
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2. Apskatisim tos f € I, kurus var ietekmeét f; izmeSana no G(I):

RN HEDHSD) = HUTDIH)-

Seko, ka joprojam 3f; € G(I), kuram H(f;)|H(f). Tatad f; izmesana
no generatoru kopas saglaba Grobnera bazes definéjoso Tpasibu.

3. H(f;)tH(fi) = H(f]) = H(f;) = GB defingjosa 1pasiba

saglabajas.

H(f;)|H(f;) = [i var izmest no F saskana ar 2. Elementu f]
var pievienot saskana ar 1.

4. Reizinot GB elementu ar nenulles koeficientu GB 1pasibas
saglabajas. W

2.3. piezime. Vienkarsako parveidojumu geometriska interpretacija:

—

e var atmest elementus, kuru vecakie termi nevar but ”sttri”,

e var veikt redukcijas, jo tas samazina vecakos termus - pietuvina
tos ”stlriem”.
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Grobnera bazi {f1,..., fm} sauksim par minimalu Grobnera bazi

(MGB), ja Vi # j izpildas nosactjums H(f;) 1 H(f;).

Grobnera bazi {f1,..., fm} sauksim par reducétu Grobnera bazi
(RGB), ja
e nckadam parim ¢ # j neviens f; monoms nedalas ar H(f;);

e katram 7 terma H(f;) koeficients ir vienads ar 1.

2.2. piemérs. Idealam (X,Y) kopa {X,Y} ir RGB, bet {X +Y,Y}

- nav.

Idealam (XY +1,Y2—1) kopa {XY +1,Y2—1, X +Y} nav RGB.

2.3. teorema. Katram idealam eksisté viena un tikai viena RGB.

PIERADIJUMS Skatit nakamo lekciju. W
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2.2. Buhbergera S-paru kriterijs

2.2.1. S-polinomi
Ja f,g € k[X1, ..., X,,], tad piegemsim, ka
H(f) = aX®,
H(g) = bX".

Definésim X7 = MKD(X®, X?) un

S(f.g) = ol

7 g

Citiem vardiem sakot, reizinam f un g ar tadiem termiem, lai
vecakie locekli butu vienadi un péc iesp€jas mazaki - vienadi ar f un
g vecako loceklu M K D, un saisinatos.
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2.3. piemers. Ja f = XY +1ung=Y? -1, tad

Xy? Xy?

(Y2-1)=X+Y.

2.2.2. Motivejoss piemers
Piegemsim, ka I = (g1,¢92) C k[X,Y] un {g1, 92} nav GB.

Ka var gadities, ka f = hy1g1 + hogo, bet f vecako termu nevar
noreducet ne ar gp, ne ar go? Meklesim sadus f ar pec iespéjas mazaku
vecako termu.

Ja H(h1g1) = H(hage) vai otradi, tad vecakie termi labaja pusé
nesaisinasies un H(f) dalisies ar vecako no tiem, tatad f varés nore-
ducet vismaz vienu reizi.

Seko, ka h1g; un hogs vecakie monomi ir vienadi un termi saisinas.
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Ka panakt, ka hig; un hogs vecakie termi ir péec iespejas mazaki
un var saisinaties?

Apskatisim gs = S(g1,92). Ja g3 # 0, G399 £ 0, tad gglor92)
biitu japievieno ka jauns I generators.

2.4. piemérs. g = XY +1, g0 =Y%2— 1,93 = S(g1,92) = X + Y.

2.2.3. Kriterijs

2.4. teoréma. Kopa G = {g1, ..., gm } iridedla I = (g1, ..., gm) GB <=
mg =0,V pariem i # j.

PIERADIJUMS Skatit nakamo lekciju. W
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2.3. Algoritmi

2.3.1. Buhbergera algoritms

Buhbergera sakotngjais algoritms - lai atrastu ideala I = (g1, ..., gi)
G B, veicam $adas darbibas:
e definejam sakotnéjo generatoru kopu ka mainigu kopu G,

e ja atrodam tadu polinomu pari {g;,g;} C G, ka

S(gi9;). #0,
(vismaz vienai redukcijai mod G), tad defingjam

g = g U S,
e atkartojam ieprieksgjo soli tik ilgi, kamer notiek G izmainas.
2.5. piemers. I = (X,Y). Saskana ar Buhbergera algoritmu nekas

nav jadara, jo S(X,Y) = 0. Tadejadi sakotneja veidotajelementu
kopa (baze) ir GB.
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I=(XY +1,Y? —1). Saskana ar Buhbergera algoritmu ir javeic
—_—— ——

g1 g2
sadi soli:
1.
=S(f,9) = XY2(XY+1)— XY2(Y2—1) =
95 =5(},9) = v ve =
X+Y=XFv et 4,
tapec

G={XY +1,Y2 -1} U{X +Y} = {91,092, 93}

2. S(g1,93) = —(Y*-1), S(g2,93) = X+Y° = Y(Y?-1)+(X+Y),
tapec neko jaunu mes neiegisim un G B ir vienada ar {g1, g2, g3}

2.5. teorema. Buhbergera algoritms apstajas pec galiga skaita solu
realizacijas un ta rezultats ir GB.

PIERADIJUMS Skatit nakamo lekciju. H
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2.3.2. Uzlabotie algoritmi
Buhbergera algoritmu var uzlabot $ados veidos:
e meklét nevis GB, bet RGB,;

e algoritma sakuma un pec katra S-polinoma pievienoSanas veikt
visas savstarpejas redukcijas;

e izveleties tadus S(f, g), lai MK D(H(f), H(g)) butu pec iespejas
mazaks.

Lai atrastu ideala I = (g1, ..., g;) RGB, veicam $adas darbibas:
A (Sakotngjas generatoru kopas definesana) Defingjam sakotngjo
generatoru kopu ka mainigo kopu G.

B (Sakotngjas redukcijas) Veicam visas iespéjamas G elementu sav-
starpejas redukcijas.
C (Nereducejama S-polinoma pievienoSana un redukcijas) Ja at-
rodam polinomu pari {g;,g;} C G tadu, ka
s = S(9i,95) # 0,
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tad veicam G izmainu:
G :=GUs.

Veicam soli B. Ja notiek G izmaina, tad atkartojam So soli
velreiz.

2.6. piemers. [ = (XY +1,Y? —1). Ir javeic 8adi soli:
N— e N——

g1 g2
1.
=S(f )*XYQ(XY+1)7XY2(Y271)f
gs = ,9) = XY Y2 -

X+vy=X5voel 4o

tapec G = {XY +1,Y?2 -1} U{X + Y} = {91, 92,93}
2. Ta ka H(XY + 1) = XY, un tas dalas ar H(gs) = X, tad
g1 = XY + 1 var noreducet uz gs.

3. 5(g2,93) = X +Y3=Y(Y?2-1)+ (X +Y) - reducgjas uz 0,
tapec neko jaunu mes neiegtsim un RGB ir vienada ar {g2, g3}
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3. 10.majasdarbs

3.1. Obligatie uzdevumi

10.1 Atrast N*2 apakskopu, kuru var noklat ar ne mazak ka m tas
elementu enam, vai pieradit, ka tada apakskopa neeksiste.
10.2 Atrast S(f,9),ja X =Y = Z:
(a) f=X%2Z-Y? g=XYZ?+ XZ* virs Q,
(b) f=XY + 23 g=2%+Z, virs Fy
10.3 Pieradit, ka kopa {Y — X2, Z — X3} nav GB, ja X = Y = Z.
10.4 Atrodiet RGB, ja X > Y > Z dotajiem idealiem:
( ) I=(X2Y —1,XY2-X), X =Y
I— (X2+Y, X +2X%Y +Y2+3), X - Y,
=(X34+Y3X?2+Y?), XY,
=(X-YLY-Z% XY - Z,
I— (X2 -Z, XY -T),X =Y = Z~T.
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3.2. Paaugstinatas gritibas un pétnieciska rakstu-
ra uzdevumi

10.5 Dots, ka f, g € k[X1, ..., Xp], LKD(H(f),H(g)) = 1, koeficienti
pie f un g vecakajiem koeficientiem ir 1. Pieradiet, ka

S(f,g) = (f —H(f))g — (9 —H(9)f

10.6 Dots ideals I C k[X,Y] ar diviem generatoriem. Kads var bt
RGB elementu skaits kopa? Atrodiet konkrétus piemeérus visos
gadijumos.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



	1. Grobnera bazu eksistence
	1.1. Diksona lemma
	1.2. Eksistences teorema
	1.2.1. Ideala vecako monomu kopa
	1.2.2. Teorema


	2. Grobnera bazu atrašanas algoritms
	2.1. Vienkaršie parveidojumi
	2.1.1. Ideala generatoru kopas elementarie parveidojumi
	2.1.2. Grobnera bazu elementarie parveidojumi

	2.2. Buhbergera S-paru kriterijs
	2.2.1. S-polinomi
	2.2.2. Motivejošs piemers
	2.2.3. Kriterijs

	2.3. Algoritmi
	2.3.1. Buhbergera algoritms
	2.3.2. Uzlabotie algoritmi


	3. 10.majasdarbs
	3.1. Obligatie uzdevumi
	3.2. Paaugstinatas grutibas un petnieciska rakstura uzdevumi


