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1. Invertejamo atlikuma klasu kopas U,
1pasSibas

Multiplikativi invertéjamo atlikumu klasu kopu pec modula m
apzimesim ar U,,.

1.1. Ferma un Eilera teorémas
1.1. piemers. Atradisim kapinatajus, ar kuriem invertéjamie ele-

menti ir kongruenti ar 1 gredzenos GF(5), GF(T7).

1.1. teoréma. (Ferma Maza teoréma) Ja p ir pirmskaitlis un
a # 0(mod p),

tad
a?~! = 1(mod p)
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PIERADIJUMS Apskatisim funkciju
fa :Up = Up,

kas tiek defineta sadi:
fo(z) = az.

Apskatisim piemérus gredzenos GF(5) (a = 2) un GF(7) (a = 2
vai a = 3).

Pieradisim, ka f, ir bijektiva funkcija. Ja f.(z1) = fa(z2), tad
ax1 = axs un reizinot abas puses ar a~!, ieglisim x; = x,, tatad
fa ir injektiva. Katram y € Z/pZ izpildas y = a(a™ly), tatad f, ir
sirjektiva.

Ja f, ir bijektiva funkcija, tad reizinot ar a kopas U, dazados
elementus sakartotus kada noteikta kartiba (z1, ..., 2p—1), ieglsim tos
pasus elementus cita kartiba. Apskatisim reizinajumu

(az1)(azg) - ... - (azp—1).

No vienas puses, pielietojot reizinasanas komutativitati, tas ir vienads
ar
-1
aP7 (z1 e Zp)s
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no otras puses, tas ir vienads ar elementu z; reizinajumu kada cita
kartiba un, pielietojot velreiz atlikumu klasu reizinasanas komuta-
tivitates 1pasibu, redzam, ka tas ir vienads ar

21t Zpot-
Tatad
a? Mz e 2zp_1) = 21+ oo - Zp—1(mod D)
un
a?~! = 1(mod p).
u
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1.2. piemers. 22 = 1(mod 3), 2* = 1(mod 5), 2!° = 1(mod 11),
88%8 = 1(mod 89).

1.2. teoréma. (Eilera teorema) Ja LK D(a,m) =1, tad

a?™ = 1(mod m).

PIERADIJUMS Ta ka LKD(a,m) = 1, tad a klase ir multip-
likativi invertejams elements kopa U,,. Talak pieradijums ir lidzigs
Ferma teorémas pieradijjumam, ieverojot, ka |Uy,| = ¢(m). Ap-
skatisim funkciju

fll . Um - Um7
kas tiek defineta sadi:
fa(z) = az.

Lidzigi ka Ferma teorema pieradam, ka f, ir bijektiva funkcija.

Ja f, ir bijektiva funkcija, tad reizinot ar a kopas U,, dazados
elementus sakartotus kada noteikta kartiba (z1, ..., 2,(m)), ieglisim tos
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pasus elementus cita kartiba. Apskatisim reizinajumu

(az1)(aza) - ... - (aZy(m))-
Tas ir vienads gan ar
a“’(m)(zl et Zp(m))
gan ar
210 e Zp(m)-

Tatad saisinot ieglisim
a?™ = 1(mod m).
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1.1. piezime. leverosim, ka Ferma teorema ir Eilera teoremas special-
gadijums.
1.2. piezime. Dazreiz Ferma teoremu formulé ar1 veida
a? = a(mod p)

vai
a”! = a’7?(mod p).

1.3. piezime. Ferma un Eilera teoremu pielietojums - atra kapinasana,
ja a # 0(mod m), tad :

ab = abmed ¢(m) (mod p).
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1.2. Elementa karta un tas 1pasibas

Par elementa a € U, kartu sauksim mazako nenegativo veselo
skaitli k£ tadu, ka
a® =1 (mod m).

No Eilera teoremas seko, ka katram a € U, izpildas nosacijums
k< o(m).

Elementa a kartu apzimésim ar Py, (a) vai P(a), ja m ir fikséts. Ele-
menta 1 karta ir vienada ar 1.

1.3. piemers. Atradisim kartas invertejamiem elementiem gredzenos
GF(5), GF (7). Var izmantot MAGMA vai Mathematica.
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1.3. teorema. Ja a* =1 (mod m), tad Py, (a)|k.

PIERADLJUMS Izdalisim k ar P,,(a): k = qPy(a) + 7, kar 0 <
r < Py (a). Redzam, ka

ak = a?Pm(FT = (¢Pm()9q" = " = 1 (mod m).

Jar # 0, tad a” #Z 1 (mod m), jo r < Pp(a) un Py (a) ir a karta.
Tatad r =0 un Pp,(a)|k. B

1.4. teoréma. P,,(a)|¢(m).

PIERADIJUMS Apgalvojums seko no Eilera teorémas un iepriek-
sejas teoremas. Ta ka a®(™ =1 (mod m), tad P,,(a)|¢(m). B
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1.4. piemeérs. Elementu kartas var but tikai ¢(m) dalitaji. Ap-
skatisim m = 20, ¢(20) = 8. Invertéjamie elementi ir

{1,3,7,9,11,13,17,19}.
Elementa karta var but 1,2,4 vai 8. Invertejamo elementu kvadrati ir
12=1,32=9,72=9,92=1,112 =1,
132=9,17" = (-3)*=9,19* = 1.

Tatad elementiem 9,11,19 karta ir 2. Visu invertéjamo elementu
ceturtas pakapes ir kongruentas ar 1, jo 92 = 1. Tatad tiem elemen-
tiem, kuru karta nav ne 1, ne 2, ta ir vienada ar 4. Sie elementi ir

3,7,13,17.
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1.5. teorema. a** = "2 (mod m) tad un tikai tad, ja

k1 = ka(mod P, (a)).

PIERADIJUMS Ja a** = a*? (mod m), tad a**~*2 =1 (mod m).
No ta seko, ka Py, (a)|k1 — k2 jeb k1 = k2 (mod Py, (a)).

Ja k1 = ka(mod Pp,(a)), tad k1 — k2 = ¢Ppn(a) un ky = ko +
q¢Pp(a). Redzam, ka

ok = gF2taPm(a) — akz(aPm(a))q = k2 (mod m).

1.6. teorema. Dazado elementa a pakapju skaits ir vienads ar P, (a).

PIERADIJUMS Apgalvojums seko no iepriekigjas teoremas. W
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1.7. teorema. P, (a*) = P,,(a) tad un tikai tad, ja
LKD(k, Pp(a)) = 1.

PIERADIJUMS No sakuma atzimésim, ka
P,,(a*) < P,(a),
jo elementa a* pakapju kopa ir a pakapju kopas apakskopa. Ja
LKD(k, Pyn(a)) =1,
tad no kongruences
(a®)t = a** =1 (mod m)
seko, ka Py, (a)|kt un P,,(a)|t. Tatad P,,(a*) = P,,(a).
Ja LKD(k, P, (a )) = d;é 1, tad
()T =(a m(“))g =1 (mod m).
Seko, ka P, (a¥) = Zm@) < p_(a). @
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1.8. teoréma. (paligteoréma - Lagranza teorema) Ja f(x) ir nekon-
stants polinoms ar pakapi n un veseliem koeficientiem un p ir pirm-
skaitlis, tad vienadojumam

f(z) =0 (mod p)
ir ne vairak ka n dazadi (savstarpgji nekongruenti) atrisinajumi.
PIERADIJUMS Izmantosim matematisko indukciju péc parame-
tra n. Ja polinoma pakape ir 1, tad vienadojums ir
a1z + ag =0 (mod p).

Tam ir tiei viens atrisinagjums = = aj '(—ap) (mod p). Indukcijas
baze ir pieradita.

Pienemsim, ja teoremas apgalvojums ir speka, ja polinoma pakape
neparsniedz ¢ — 1. Apskatisim polinomu

1
i il _ L
fl@)=ax’+a;12"" + ... +a1x+ap = a;x’,
i=0
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kura pakape ir vienada ar ¢. Ja tam nav atrisinajumu, tad indukcijas
solis ir pieradits. Ja tam ir atrisinéjums xp, tad

f(x) = f(x) Za]xj ZaijfZaj 27 — ) (mod p).

Atcerésimiem V1enad1bu
ol —a) = (x—wo)(@’ T 2T P+ a] T A a) .
Redzam, ka
f(x) = f(x) = f(wo) = (z — x0)g(x) (mod p),

kur g(z) ir polinoms ar pakapi, kas neparsniedz ¢ — 1. Tadejadi
vienadojumam

f(x) = fzo) = (x — z0)g(x) = 0 (mod p)
atrisinajumu skaits neparsniedz i - viens atrisinajums zg un vel ne
vairak ka ¢ — 1 vienadojuma

g(z) =0 (mod p)
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1.9. teorema.
1. Elementa a pakapes a', ...,a"(® ir vienadojuma
(@ =1 (mod m)
dazadi atrisinajumi.
2. Ja m ir pirmskaitlis, tad elementa a pakapes al,...,afm(@ ir
vienadojuma
2P =1 (mod m)
visi atrisinajumi.
PIERADLJUMS 1. Ja 0 <[ < P,,(a), tad (¢/)’(® =1 (mod m).
Apgalvojums seko no ieprieksejas teoremas.

2. Saskana ar Lagranza teoremu vienadojumam
2@ =1 (mod m)

ir ne vairak ka Py, (a) nekongruentu atrisindjumu. Bet atlikumu klases

a=a',...a"™@ ir & vienadojuma P,,(a) atrisinajumi un citu nevar

but. B
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1.4. piezime. Iepriekseja teoréma lauj risinat vienadojumus
k= (mod p),

ja p ir pirmskaitlis. Ja k < p—1 un k t p — 1, tad atrisindjumu
noteikti nav. Ja k|p — 1, tad jaatrod vismaz viens elements a tads, ka
P(a) = k, ta pakapes bus atrisinajumi.

1.5. piezime. Ja m nav pirmskaitlis, tad vienadojumam
P4 =1 (mod m)
var bt arT citi atrisinajumi:
em = 8 a = 3, Pg(3) = 2, vienadojumam 22 = 1 (mod 8)
atrisinajumi ir ar1 5 un 7, Saja gadijjuma visiem atrisinajumiem
kartas ir vienadas;
e m =15, a = 2, P;5(2) = 4, vienadojumam z* = 1 (mod 15)
atrisinajumi ir art 11 un 14, kuriem kartas ir vienadas ar 2.
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1.3. Primitivas saknes (generatori)

Elementu a € U, sauksim par primitivu sakni , ja

Prn(a) = ¢(m).
Citiem vardiem sakot, neeksisté nekada cita invertéjama klase b
un naturals [ > 1, I|p(m) tadi, ka

b' = a (mod m)

(no a nevar izvilkt nekadu sakni b = /a). Tas ir tapéc, ka pretgja
gadijuma mes iegutu, ka

@(m) .
a T =

e(m)
T

=¥ =1 (mod m)

un a karta bitu vienada ar (m) < p(m).

1.5. piemers. 2 = 32 (mod 7), tapec var uzskatit, ka v/2 = 3 (mod 7).
Neeksiste klase z tada, ka ¥ = 3 (mod 7), ja k > 2 un k|6.
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1.10. teorema. Ja g ir primitiva sakne pec modula m, tad klases
g,%, ..., g?") veido reduceto atlikumu klagu parstavju kopu.
PIERADIJUMS Ta ka P,,(g) = ¢(m), tad visas pakapes

9, 9% .y g#™)

ir dazadas pec modula m. Ta ka LKD(g,m) = 1, tad katram 4
izpildas LK D(g’,m) = 1, tapéc §is pakapes ir invertéjamu klagu
parstavji. W

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



1.6. piemers.

e m =2 {1};

e m =3, {2};

e m =4, {3};

e m=>5,{2,3};
e m =26, {5};

e m=17,{3,5};
e m =238,

e m=29,{2,5};
e m =10, {3,7};
e m =11, {2,6,7,8};
e m =12, 0;

e m=13,{2,6,7,11};
e m =14, {3,5};
e m =15, ()
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e m =16, @;

o m =17, {3,5,6,7,10,11,12, 14};
e m =18, {5,11};

e m =19, {2,3,10,13,14,15};

e m = 20,

e m = 2007, 0;

e m = 2008, (.
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1.11. teorema. Ja m = p ir pirmskaitlis, tad primitivas saknes ek-
siste.

PIERADIJUMS Pienemsim, ka lielaka iespejama elementa karta
ir k < p— 1. Tatad eksisté elements a, kura k dazadas pakapes
apmierina vienadojumu

z¥ =1 (mod p).

Ta ka k < p— 1, tad eksiste elements b, kur§ nav izsakams forma a*®
nekadam s. Elementa b kartai nevar but kopigi dalitaji ar a kartu, jo
tad vienadojumam
¥ =1 (mod p)

biitu vairak ka k atrisinajumi, kas ir pretruna ar Lagranza teoremu.
Apskatisim elementu ¢ = ab. Jac! =1 (mod p), tad a' = b~ (mod p).
Tas ir iespejams tikai tad, ja MK D(P(a), P(b))|l. Ta ir pretruna, jo
sada gadijuma P(c) > P(a). Tatad P(a)=k=p—1. R
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1.6. piezime. Ja g ir primitiva sakne pec modula p, tad dazam k
vertibam pakape ¢, 0 < k < p — 1, apmierina nosacijumu
LKD(k,p—1)=1,

tapec P,(g¥) = P,(g). Tatad visas §is pakapes veido visu primitivo
saknu kopu pec modula p.
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1.12. teorema. Grupa U, eksisté primitiva sakne tad un tikai tad,
jam € {2,4}, m = p® vai m = 2p®, kur p ir nepara pirmskaitlis.
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2. 6.majasdarbs

1. Izmantojot Ferma teoremu, pieradiet, ka

666666°5°6%6 = 1(mod 666667).

2. Atrodiet elementu skaitus ar visam kartam, kas dala p(m), ja
(a) m=38;
(b) m = 10.
3. Izmantojot primitivas saknes un indeksus, atrisiniet Sadus viena-
dojumus:
(a) 2% =4 (mod 23);
(b) 27 =9 (mod 18).
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