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1. Vienadojumu risinasana atlikumu gre-
dzenos

1.1. Pamatfakti
1.1. piezime. Atrisinat Diofanta vienadojumu péc modula m
f(z1,...,x,) =0 (mod m)

vai Diofanta vienadojumu sistému pec modula m

fi(z1,...,xn) =0 (mod my)
0

fo(z1,...,zn) =0 (mod my)

fe(z1, ...y zn) =0 (mod my)
nozime to atrisinat veselos skait]os (gredzena Z). Sadus vienadojumus

un vienadojumu sistémas sauksim par modularam Diofanta sistemam.
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Parasti ka starprezultats tiek iegtits kads rezultats par nezinamo ver-
tibam reducejot tos pec noteiktiem moduliem. Tadejadi risinot viena-
dojumu sistemas atlikumu gredzenos, nezinamie lidz noteiktam bridim
tiek uzskatiti par elementiem atlikumu gredzenos.

1.2. piezime. Ka zinams, atlikumu klases a (mod m) parstavji ir visi
veselie x, kuriem izpildas nosacijums

z = a (mod m).

Visu sadu veselo skaitlu kopu C,, (a) var interpretet ka atlikumu klases
a inverso attelu attieciba uz reducésanas péc modula m funkciju

T L — L/ mZ.

Tadejadi Cy, (a) = m,,}(a). Pareju no atlikumu klases uz veselo skaitlu
kopu interpretesim ka redukcijas inverso attelojumu.
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1.3. piezime. Atzimesim vél vienu lietderigu funkciju. Ja k|m, tad

e ja a; = ay (mod m), tad a; = ag (mod k);
e katra ekvivalences klase mod k ir vairaku mod m ekvivalences

klasu apvienojums, piemers - 0 klase mod 2 (para skaitli) ir klasu

0 un 2 mod 4 apvienojums.
Tadejadi ir defineta funkcija

Tk : L/mZ — L/KZ,

kas katrai atlikuma klasei z mod m, kuru parstav vesels skaitlis &
piekarto 7 (). Citiem vardiem sakot,

Wm’k(l‘) = Wk(i‘),

kur # € m,'(z). Sadu funkciju sauksim par relativo redukciju no
m uz k. Tapat ka redukcijas funkcijai, arl relativajai redukcijai var
interpretet inverso attelojumu.
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1.1. teorema.
1. Klases w%lk(:c) dazado parstavju kopa var tikt nemta vienada
ar
m

{m,x+k-1,m+k-2,...,x+k~(k 1)}

PIERADIJUMS 1. z klase mod k ir skaitli forma x4 kt. Izdalisim

m.
t ar "

kur 0 < r < 7. Redzam, ka

a:—l—k‘t:m—i—k(q-%—i-r):m+qm+kr:(x+kr)+qm.

Redzam, ka katrs klases 7r;llk (z) parstavis ir izsakams vélamaja forma.
Pieradisim, ka visas klases forma = + kr ir dazadas. Ja

x + kr1 =z + kry (mod m),
tad k(ry —r2) = mt’, bet |r; — 72| < 2, tatad t' = 0 un r; = 5.
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2. Seko no pirma apgalvojuma. B

(

1.1. piemeérs. my 2(0) =0, my2
m52(0) = {0,2,4}, ms (1) = {1,3

1, m42(2) = 0, ma2(3) =

T) -
5}

1.4. piezime. Relativa redukcija ir grupu un pat gredzenu ho-
momorfizms (saglaba visas operacijas). Relativas redukcijas inverso
attelojumu izmanto, ja atrisinajums tiek tiek atrast pec kada modula
k, bet mis interese atrisinajumu péc modula m, kur k|m.
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1.2. teorema. Ja vesels skaitlis a apmierina sistemu

fi(z)
f2()

0 (mod mq)
0

(mod my)

fix(z) =0 (mod my,)
tad jebkurs skaitlis o’ tads, ka
a=a (mod MKD(my,...,my)),

arl apmierina So sistemu.

PIERADIJUMS Ja a = a’ (mod MK D(my,...,my)), tad katram

1 izpildas
fi(a) = fi(a’) (mod MKD(myq,...,mg)).

Saskana ar atlikumu kongruences ipasibam katram m; izpildas

fi(a) = fi(a’) =0 (mod m;).
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1.5. piezime. Nemot vera ieprieksejo teoremu, var konstatet, ka
modularas Diofanta sistémas veselie atrisinajumu veido atlikumu kla-
ses pec modula MK D(my,...,my). ST iemesla dél dazreiz modularas
sistemas atrisinajumu define ka atlikumu klasi pec $T modula.

1.6. piezime. Pilnigs analogisks apgalvojums ir speka, ja tiek risinata
sistema ar vairakiem nezinamiem: ja skaitlu virkne (a1, ..., a,) apmie-
rina sistemu

fi(z, .., 2n) = 0 (mod my)

T 0
f2(1’1,...,$n) 0

(mod mag)

Ji(x1, .y xy) =0 (mod my)

tad jebkura virkne (af, ..., a;,), kur a; = @ (mod MK D(my, ..., mx)),
arl apmierina So sistemu.
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1.7. piezime. Ja sakotnéji vienadojumi ir doti ar veseliem koefi-
cientiem, tad reducejot vienadojumu pec modula m, erti ir reducet
arT koeficientus, pieméram:

f(x) = apz™ + ap_12" 4. Fag =
A" + 12" V. T =0 (mod m).

Sadu operaciju polinomu kopa sauksim par polinoma redukciju pec
modula m un apzimésim ar f(x). Polinomu redukcija ir operacija,
kas nemaina atrisinajumu kopu. Polinomu redukcija ir gredzenu ho-

momorfizms

I, : Z[z1, ..., xn] = Z/mZ]x1, ..., Tp].

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



11

1.2. Modularo vienadojumu ekvivalentie parveido-
jumi un modula maina
1.3. teorema. Zemak aprakstitas operacijas saglaba modulara viena-
dojuma atrisinajumu kopu:
1. reducet polinomu koeficientus péc dota modula;

2. pieskaitit vienadojuma abam pusem vienu un to pasu atlikumu
klasi;

3. reizinat abas puses ar vienu un to pasu invertéjamu atlikumu
klasi;

4. reizinat visus loceklus un moduli ar nenulles veselu skaitli k;

5. ja katrs vienadojuma loceklis un modulis dalas ar d, tad var
izdalit visus loceklus un moduli ar d;

PIERADIJUMS 4.-5. Ja f(z) = 0 (mod m), tad f(z) = mq, tatad
kf(x) = (mk)q. Katru f(x) koeficientu var reizinat ar k. Ja katrs
f(x) koeficients dalas ar d un m dalas ar d un f(z) =0 (mod m), tad
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fl@)=mgun d- f1(z) =d-mgq, tatad fi(xz) = miq. Esam ieguvusi
vienadojumu f1(z) =0 (mod m;). A
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1.2. piemeérs. = + 2 = 0 (mod 5) tad un tikai tad, jax +2 — 2 =
0—2 (mod 5) un x = 3 (mod 5).

42 4+ 2 =0 (mod 5) tad un tikai tad, ja 4(4x +2) =4 -0 (mod 5)
un z = 2 (mod 5).

2z = 6 (mod 8) tad un tikai tad, ja * = 3 (mod 4). Ja gribam
izteikt atrisindjumu ka klases mod 8, tad = € ﬂg’i(i’;) ={3,7}.
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1.8. piezime. Ja (21, ...,x,) ir vesels atrisinajums vienadojumam
f(z1,...,xy) =0 (mod m)
un klm, tad (z1, ..., 2,) ir atrisinajums arT vienadojumam
f(z1,.;x) =0 (mod k).
Bet ne otradi. Vienadojumam
f(z1,...,x,) =0 (mod k)

var biit vairak atrisinajumu neka sakotnejam vienadojumam. So Ipa-
§1bu izmanto kontrapozitivaja forma: ja nav atrisinajumu mod k, tad
nav atrisinajumu mod m.

1.3. piemers. Vienadojumam x = 1 ir viena atrisinajumu klase
mod 4 un viena atrisinajumu klase mod 2, kas satur ieprieksejo klasi
ka apakikopu. Ja x? + 1 = 0 (mod 27), tad z* + 1 = 0 (mod 3).
Pedejam vienadojumam nav atrisinajumu, tatad to nav art sakotnéjam
vienadojumam.
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1.3. Linears vienadojums ar vienu nezinamo
1.9. piezime. Vienadojums
ax = b (mod m),
kur LK D(a,m) = 1, ir viegli atrisinams, jo eksiste a=! (mod m):
a Y(az) =2 =a b (mod m).
Atrisinajumu var uzrakstit arT izmantojot Eilera teorému:

z = a®™ b (mod m).

1.4. piemérs. Vienadojuma 3z = 2 (mod 5) atrisinajums ir
r=3%2=4 (mod 5).
Vienadojuma 3z = 2 (mod 15) atrisinajums ir

z=372=11 (mod 15).
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1.4. teorema.
1. Vienadojumam
ax = b (mod m)
neeksisté atrisinajumi, ja b Z 0 (mod d), kur d = LK D(a,m).
2. Ja b =0 (mod d), tad vienadojuma
ax = b (mod m)
atrisinajumu kopa ir klase (2)71(%) (mod (2)).
PIERADIJUMS 1. Ja d = 1, tad vienmér b = 0 (mod d). Pie-

nemsim, ka d > 1, a = a;d, m = mqd, kur LKD(a;,m;) = 1.
Vienadojums ax = b (mod m) ir ekvivalents vienadojumam

(ard)z = b+ (mid)q

ar kadu ¢ € Z. Redzam, ka b =0 (mod d).
2. Ja b =0 (mod d), tad b = byd. Vienadojums

ax = b (mod m)
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ir ekvivalents ar vienadojumu
(a1d)x = b1d (mod mqd).
Izdalot visus loceklus un moduli ar d, iegtisim ekvivalentu vienadojumu
arxz = by (mod my).

Ta ka LK D(ay,m1) = 1, tad $im vienadojumam eksisté viena atrisi-
najumu klase
x=aj by (mod my)

vai

Ul

xT

_1,b m
(@)% (moa ().

1.10. piezime. Ja ir nepieciesamiba rakstit atrisinajumu kopu sakotnéja
modula m terminos, tad

{aflbha;lbl =+ My ..., aflbl + ml(d — 1)}
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1.5. piemers. Vienadojumam
4z =5 (mod 8)

nav atrisinajumu.
Vienadojums
6x =9 (mod 15)

ir ekvivalents vienadojumam
22 = 3 (mod 5),
kura atrisinajums ir
r=2"'3=4 (mod 5) = {4,9,14} (mod 15).
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1.4. Vienadojumi atlikumu gredzenos péc pirm-
skaitla modula

1.11. piezime. Z/pZ ir lauks (visi nenulles elementi ir invertgjami).

Lauki ir ar1, pieméram, Q, R, C. Risinat vienadojumus un vienado-

jumu sistémas var lidzigi ka realos skaitlos. Pieméram, linearam siste-

mam var izmantot Gausa metodi, ir speka Bezu teoréma.

1.12. piezime. Atgadinajums par Bezu teoremu: a ir vienadojuma
f(z) = 0 atrisinajums tad un tikai tad, ja (x — a)|f(z) jeb

f(@) = (z — a)g(x).

Ar ko Z/pZ atskiras no Q,R vai C:
e lauka Z/pZ ir galigs skaits elementu - sliktakaja gadijuma var
atrast visus atrisinaju-mus ar izsmeloSo parlasi;

e ne vienmer eksiste saknes - lietderigi izmantot primitivas saknes
un indeksus.
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1.5. teorema. Ja p ir pirmskaitlis un

fi(x) f2(z) =0 (mod p),
tad vai nu fi(z) =0 (mod p), vai arT fo(z) =0 (mod p).

PIERADIJUMS Tas seko no agrak pieradita fakta, ka atlikumu
gredzena péc pirmskaitla modula nav nulles dalitaju - ja ab = 0 (mod p),
tad vainua =0, vaiartb=0. B

Polinomu f(z) sauksim par sadalamu péc modula p (reducible), ja

f(@) = [(z) = fi(z) f2(z) (mod p),
kur f;(z) ir nekonstanti polinomi. Pretgja gadijuma polinomu sauksim
par nesadalamu (irreducible).

1.6. piemers. 22 + 1 = (z + 1)2 (mod 2). 22 +x + 1 (mod 2) ir
nesadalams bet 2% +z + 1 = (z +2)? (mod 3).
(mod 5).

x +1:+3:(x+2)(:1:+4)
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Par polinoma f(z) = .7, a;2" Ferma redukciju ar moduli p sauk-
sim polinomu

n
foa) = S agat med v,
=1

1.7. piemers. Ja f(x) = 25 + 2% + o + 1, tad
fa@)=a+a' +2+1=22+2
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1.6. teorema. Jebkurs algebrisks vienadojums ar vienu nezinamo
pec modula p ir ekvivalents vienadojumam, kura pakape neparsniedz

p—1.

PIERADIJUMS Pienemsim, ka f(z) = a,2" +a,_12" " +... +ao.
Ja ag #Z 0 (mod p), tad  # 0 (mod p) un

i i mod p-1

' = mod p.

8

Redzam, ka .
f(z) = f(z) (mod p).
Ja ag =0 (mod p), tad
flx) =a"g(z),

kur polinoma g(x) brivais loceklis nav kongruents ar nulli. f(x)
atrisinajumu kopa ir 0 un g(x) = 0 atrisinajumu kopas apvienojums,
tapéc vienadojums f(x) = 0 (mod p) ir ekvivalents ar vienadojumu
zg(xz) =0 (mod p), kura pakape neparsniedz p —1. B
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1.13. piezime. Algoritms vienadojuma f(z) = 0 (mod p) risinasanai:
1. veikt polinoma f(x) parveidoSsanu par ekvivalentu polinomu
f(x) =z’ -g(.f(:),
kur s € {0,1} ¢g(0) £ 0 (mod p) un g(z) pakape neparsniedz
P—2
2. méginat sadalit reizinatajos g(x) (mod p) - izteikt to forma
9(x) = g1()...9:(x) (mod p);
3. katram ¢ atrisinat vienadojumu
gi(x) =0 (mod p)

un atrast visu atrisinajumu apvienojumu.
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1.8. piemers. Atrisinasim vienadojumu

2" +82° —22° + 2 — 1 =0 (mod 5).
Reducgjot koeficientus mod 5, ieglisim

2" +32° +32° + x +4 =0 (mod 5).
Pielietojot Ferma redukciju, ieglisim ekvivalento vienajumu

2} +3r+328 o t+d4=42® +4r+4=23+2+1=0 (mod 5).
Sadalisim kreiso pusi reizinatajos:
B +ax4+1=(x+1)(z?+42+2) =0 (mod 5).

Redzam, ka saskana ar Bezt teorému ir viena sakne z = 4 ( mod 5).
Veselos skaitlos atrisinajumu kopa ar {5t + 4|t € Z}.
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1.14. piezime. Algoritms linearas modularu vienadojumu sistémas
atrisinasanai ar fiksetu moduli p - pielietot Gausa metodi.

1.9. piemers. Atrisinasim sistemu

1 —x9 —x3 = 1 (mod 3)

21 + 29 —2w3 =2 (mod 3)

2x1 — 229 — 23 = 2 (mod 3)
So pasu sistému var atrisinat péc cita modula, pieméram, 2 un iegit
citu rezultatu.

1.15. piezime. Spele All Lights.

1.16. piezime. Nelinearas vienadojumu sistémas pec fikseta pirmskait-
la modula risinat ir gruti, tapat ka realos skaitlos. Ja nekas cits
neatliek, var izmantot izsmeloSo parlasi.
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1.5. Vienadojumi atlikumu gredzenos péc pirm-
skaitla pakapes modula

1.17. piezime. Modularos vienadojumus pec pirmskaitla pakapes p®
modula risinasim izmantojot $adu faktu: ja a = b (mod m) un m’|m,
tad @ = b (mod m’). Konkretak, risinasim modularos vienadojumus
sakot no mazam p pakapém: no sakuma pec modula p, péc tam péc
p2 u.t.t.

Risinot kongruenc¢u vienadojumus, ir lietderigi izmantot jau minetu
atlikumu kongruences Ipasibu: ja dla, d|b un d|m, tad kongruences

a=b (mod m) un (%) = (%) (mod (%)) ir ekvivalentas.

1.18. piezime. No ieprieksejas piezimes seko algoritms vienadojuma
f(x) =0 (mod p®) risinasanai:
1. Atrisinasim vienadojumu
f(z) =0 (mod p),

ieglisim atrisinajumu kopu S .
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2. Katram s € S ievietosim & = s + px’ vienadojuma

f(z) =0 (mod p?),
atrisinasim iegtito vienadojumu attieciba uz z’, ieglisim atrisina-
jumu kopu So;
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1.10. piemers. Atrisinasim vienadojumu 3z% +2 — 1 = 0 (mod 27).
1. Jebkurs atrisinajums x apmierina vienadojumu
32° + 2 —1=0 (mod 3),
§im vienadojumam ir viens atrisinajums z = 1 (mod 3).
2. Ievietosim iegiito atrisinajumu x = 1 + 3z’ vienadojuma
322 + 2 —1=0 (mod 9).
Tegtsim vienadojumu 3z’ + 3 = 0 (mod 9). Izdalisim visu ar 3,
ieglisim vienadojumu 2’ + 1 = 0 (mod 3), kura atrisinadjums ir
2’ =2 (mod 3). Tatad t =1+3-2=7 (mod 9).
3. Ievietosim ieguto atrisinajumu z = 7 + 92" vienadojuma
322 + 2 —1=0 (mod 27).
Tegiisim vienadojumu 9z” + 18 = 0 (mod 27). Izdalisim visu ar
9, ieglisim vienadojumu z” 4+ 2 = 0 (mod 3), kura atrisinajums
ir 2/ =1 (mod 3).
Atbilde ir 2 =74+ 9-1 =16 (mod 27).
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2. 10.majasdarbs

1. Atrisiniet vienadojumus
(a) 152 =40 (mod 35);
(b) 44z =77 (mod 33);
(¢) 12152 = 560 (mod 2755).
2. Atrodiet visus naturalos x, kas apmierina vienadojumus
(a) 395 =267 (mod 2x);
(b) 244 =100 (mod z?).
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