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Lekcijas merkis:
e apgut modularo vienadojumu teorijas pamatus un vienkarsakos
specialgadijumus.

Lekcijas kopsavilkums:

e modularo vienadojumu atrisindjumu kopas ir atlikumu klasu
apvienojumi,

e modularam vienadojumu sistémam var noteikt parveidojumus,
kas nemaina to atrisinajumu kopu,

e modularu linearu vienadojumu ar vienu nezinamo var atrisinat
izmantojot vienkarsakos modularas aritmetikas faktus,

e modularajiem vienadojumiem mod p var pazeminat pakapi Iidz
p—- 17

e modularajiem vienadojumiem mod p atrisinajumu skaits nepar-
sniedz vienadojuma pakapi.
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Svarigakie jedzieni: modulara vienadojumu sistéma, polinomu
redukcija mod m, Ferma redukcija.

Svarigakie fakti un metodes: teorémas par modularu vie-
nadojumu sistemu atrisinajumiem, modularo vienadojumu sistemu
ekvivalentie parveidojumi, modularo sistemu ekvivalenta saskelSana,
lineara vienadojuma ar vienu nezinamo risinasana, Lagranza teoréma,
polinomu daliSana ar atlikumu, vienadojumu pakapes samazinasana
mod p.
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1. Modularo vienadojumu risinasana - pa-
matfakti un vienkarsakie specialgadiju-

mi

1.1. Pamatfakti

1.1.1. Modularo sistému risinasana

Atrisinat modularo vienadojumu
flx1, ..., xy) = 0(mod m)

vai modularo vienadojumu sistemu
fi(z1,...;zpn) =0 (mod my)

fi(z1,...,x,) =0 (mod my)

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



6

parasti nozimé to atrisinat veselos skaitlos (gredzena Z) - atrast V
virknes (21, ...,x,) € Z", kas apmierina V vienadojumu.

Parasti ka starprezultati tiek iegtiti rezultati par nezinamo ver-
tibam reducejot tos pec noteiktiem moduliem.

Tadejadi risinasanas procesa nezinamie tiek uzskatiti par elemen-
tiem atlikumu gredzenos.

1.1.2. Atlikumu klases ka atrisinajumu kopas

1.1. teorema.
f1(z) =0 (mod my)

fi(x) =0 (mod my)
atrisinajumu kopa ir (pilnu) klasu mod M = MK D(my,...,m;) ap-
vienojums.

PIERADIJUMS Pienemsim, ka a € Z apmierina sistemu.
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a=d (mod M) = Vi fi(a) = fi(a') (mod M).

Vjimj|M = fi(a) = fi(¢') =0 (mod m;) = a arl apmieri-

na sistemu = visa a klase mod M apmierina sistemu. B

1.1. piezime. Analogisks apgalvojums ir speka, ja tiek risinata sis-
téma ar vairakiem nezinamiem: ja virkne (a1, ...,a,) € Z™ apmierina
sistemu

fi(x1, .., zn) =0 (mod mq),

fl(‘rlv 7mn) =0 (mOd ml),
tad V virkne (af, ..., al,) € Z", kur a; = o} (mod M),V i, arT apmierina
So sistemu, M = MKD(my, ...,m;).
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1.1.3. Modularo vienadojumu ekvivalentie parveidojumi un
modula maina

1.2. teorema. Zemak aprakstitas operacijas saglaba modulara viena-
dojuma atrisinajumu kopu:

1. reducet polinomu koeficientus péc dota modula;

2. pieskaitit vienadojuma abam pusem vienu un to pasu atlikumu;

3. reizinat abas puses ar vienu un to pasu invertejamu atlikumu;

4. reizinat visus koeficientus un moduli ar nenulles veselu skaitli k;

5. ja katrs polinoma koeficients un modulis dalas ar d, tad izdalit
visus koeficientus un moduli ar d.

PIERADIJUMS

1.-3. Acimredzami.

4. f(x) =0 (mod m) <= f(z) =mq <= kf(zx) = (mk)q
< (kf)(z) = 0(mod km).
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5. Ja katrs f(x) koeficients un m dalas ar d un f(z) =0 (mod m),
tad f(z) = mgun d- fi(z) = d-miq < fi(z) = myq <~
fi(x) =0 (mod m,). A

1.1. piemeérs. z+2=0 (mod 5) <= z+2—-2=0—-2 (mod 5) un
x =3 (mod 5).

4r +2 = 0 (mod 5) <= 4(4dx+2) =4-0 (modb) un z =
2 (mod 5).

2z =6 (mod 8) <= z =3 (mod 4).

1.3. teorema.
f(z1,...,2,) =0 (mod m)

K|m = f(21,....2,) = 0 (mod k).

Bet ne otradi.

PIERADIJUMS Implikacija seko no kongruences pamatipasibam.
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Kontrpiemers: = = 1(mod 2) atrisinajums ir x = 3, kas nav
atrisinajums vienadojumam x = 1(mod 4). W
1.2. piezime. (nav atrisinajumu mod k& un k|m ) == ( nav
atrisinajumu mod m).
1.2. piemers. z!+1 =0 (mod27) = 2%+ 1 = 0 (mod 3).

Pedejam vienadojumam nav atrisinajumu = to nav ari sakotnéjam
vienadojumam.

1.1.4. Modularo sistemu ekvivalenta saskelSana

Viens vienadojums

1.4. teoréma. m = p{*..pp*. Tad

f(z1,...;xn) =0 (mod pit),
f(z1,....,x,) = 0(mod m) <— s
f(z1,...,z,) =0 (mod pp*).
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PIERADIJUMS Bija pieradits agrak.ll

Sistéma

Ja ir dota modulara sistema ar vairakiem moduliem, tad
1. V vienadojumam tiek piekartota ekvivalenta saskelta sistema
péc pirmskaitlu pakapju moduliem,

2. visi vienadojumu tiek apvienoti viena liela sistema.

1.3. piezime. Seko, ka ir svarigi prast risinat vienadojumus mod p©.
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1.2. Linears vienadojums ar vienu nezinamo
Invertejams koeficients pie x
Vienadojums
ax = b (mod m), kur LKD(a,m) =1,

1

ir viegli atrisinams, jo eksisté a1 (mod m):

a (ax) =2 =a"'b (mod m).

Neinvertejams koeficients pie x

1.5. teoréma. LKD(a,m) =d > 1.
1. b#0 (mod d) = vienadojumam

ax = b (mod m)
neeksiste atrisinajumi,
2. b=0 (mod d) = vienadojuma

ax = b (mod m)
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atrisinajumu kopa ir klase (%) o (9) (mod (ﬂ))

PIERADIJUMS
a = 0(mod d)

az = b(mod m) — ax =b(mod d) = b = 0(mod d).

a=ad

m=myd kur LK D(a;,mq) = 1.

2. Pienemsim, ka {

b=0 (mod d) = b=bid.

ax = b (mod m) <= (aid)x = byd (mod myd) <= izdalot
visus koeficientus un moduli ar d:

a1z = by (mod my).
LKD(a;,m1) =1 = 3 viena atrisindjumu klase mod my

z=aj7'by (mod my) = (%>_1(§) (mod (%))I
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1.3. piemeérs. Vienadojumam 4z =5 (mod 8) nav atrisinajumu.

6z =9 (mod 15) <= 22 =3 (mod 5), * =273 =4 (mod 5) =
{4,9,14} (mod 15).

2. Modularie vienadojumi ar pirmskaitla
moduli

2.1. Pamatfakti

2.1.1. Atlikumu lauks

Atlikumu gredzens mod p - F,, ir lauks (visi nenulles elementi ir
invertéjami). Lauki ir arl, piemeram, Q, R, C. Risinat vienadojumus
un vienadojumu sistémas var Iidzigi realo skaitlu gadijumam.

Ar ko F, atSkiras no Q,R vai C:
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o lauka IF, ir galigs skaits elementu - sliktakaja gadijuma var atrast
visus atrisinajumus ar izsmeloso parlasi;

e ne vienmer eksiste vienadojumu saknes.

2.1. teorema.

fi(x) fa(z) = 0(mod p) = fi(x) =0(mod p) V fa(x) = 0(mod p).

PIERADIJUMS Atlikumu gredzena mod p nav nulles dalitaju -
ab=0(modp) = a=0V b=01

2.1.2. Linearu sistému risinasana

Algoritms linearas modularu vienadojumu sistémas atrisinasanai
ar fiksetu moduli p - pielietot Gausa metodi.

2.1. piemers. Atrisinasim sistéemu
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x1 — T3 —x3 =1 (mod 3)
2x1 4+ 29 — 223 = 2 (mod 3)
2x1 — 229 — 23 = 2 (mod 3).

2.2. Vienadojumi ar vienu nezinamo - pakapes sa-
mazinasana

Vai ir iespejams samazinat polinoma pakapi nemainot atrisinajumu
kopu? Pamatideja: izmantosim Ferma teoremu -

P = x(mod p).

2.2.1. Polinomu dalisana

Polinomu redukcijas solis
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Ka samazinat polinoma pakapi veicot kadu vienkarsu operaciju
f—f—dg?

Apzimesim polinoma f locekli ar augstako pakapi ar H(f).

fyg € k[X], deg(f) > deg(g). Definésim operaciju polinomu kopa
- f redukciju ar g:

(f:9) = Ry(H) = F = (57) -9

2.2. piemers. Rx, 1 (X?24+1)=(X?2+1)-X(X+1)=—-X +1.

2.2. teorema. deg (Rg(f)) < deg(f).

PIERADIJUMS )
H(f) = a, X" H _ al n—m
{ H(g) =buX™n>m — Tg)  bm X
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HRY(1) = (f = 35 30) = (s - 5m0) =

(f _ O ynemp, XM 4 )) = H(an X" + oo —an X" — ...
’ITL H/_/
=f
Redzam, ka locekli ar X™ saisinas, tapec apgalvojums ir speka. B

2.1. piezime. Redzam, ka operacija f — R,(f) samazina pakapi.

Veicot pec kartas vairakas $adas operacijas iegtisim polinomu r =
f —dg, kura pakape ir mazaka neka deg(g). Tatad, ir iespgjams atrast
tadus polinomus d un r, ka

f=dg+r, kur deg(r) < deg(g).
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Teorema
2.3. teoréma. (viena argumenta polinomu dalisana ar atlikumu) k -
lauks, f,g € k[X]. Tad 3 tiesi viens polinomu paris d,r € R[X]:
1. f=dg+r,
2. deg(r) < deg(g)-

PIERADIJUMS Veiksim péctecigi redukcijas R, sakot ar f, tik
ilgi, kameér redukcija ir definéta. Iegsim polinomu virkni

f=Ry(f) = RG(f) — . = Ry(f), kur deg Ry (f) < degyg.
Tad r =R.(f). B

2.3. piemeérs. f =X+ X?+1,9g=X?+X+1 virs R.
B H(f) _ 3. ya 3 2, 1.
Rg(f)—f—(@)g—f—X g= =Xt X X2,
g(f) Ro(f1)=fi—(=X?)-g=2X"+1;
Ry(f) =Ry(f2) =fa—2-g=-2X -1
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R%(f) nav definéts, jo deg (Rg(f)) < deg(g).

Rezultata iegtisim, ka f var izteikt summas veida, kura viens locek-
lis ir g daudzkartnis, bet otra locekla pakape ir mazaka neka deg(g):

f=(X?=X?42)g+ (—-2X —1).

Velams izmantot daliSanu ”ar sturiti”.

2.2.2. Polinoma Ferma atlikums

Par polinoma f(X) = Y a; X" Ferma atlikumu mod p sauksim
i=1
polinomu atlikumu f,, ko iegtst dalot f ar X? — X mod p:
FX) = d(X) - (X? = X) + [p(X), kur deg(f,) <p—1.

2.4. piemers. f(X) = X0+ X°+ X +1, f3(X) = X2 +2X + 1.
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2.4. teorema. Jebkurs algebrisks vienadojums ar vienu nezinamo
mod p ir ekvivalents vienadojumam, kura pakape neparsniedz p — 1.
PIERADIJUMS N
Dots vienadojums f(X) = 0(mod p). Atradisim f,(X).
f(X) =d(X)(X? — X)+fp(X) =0(mod p) <~
———
=0
fp(X) =0(mod p). K
2.5. piemers. Atrisinasim vienadojumu
X" 4+8X°—2X?+ X —1=0 (mod 5).

Pielietojot Ferma atlikumu, iegisim ekvivalento vienajumu
X34+3X+3X3+ X +4 =4X3+4X+4 =0 (mod 5). - atrisinajumu

nav.
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3. 9.majasdarbs

9.1 Atrast ekvivalentas saskeltas sistémas.
(a) X®— X +1=0(mod 10)
(b) X2 +3X +1 = (mod 20)
X4+ X% +1 = (mod 30)
9.2 Atrisinat vienadojumus
(a) 152 = 35 (mod 45);
(b) 44z =77 (mod 33);
(¢) 540z = 200 (mod 1465).
9.3 Izmantojot Gausa metodi atrisinat linearu vienadojumu siste-
mas

x1 + 222 + 23 =1 (mod 3)
(a {x2+2x3—|—x4 =2 (mod 3)
1 — Ty + x3 =4 (mod 5)
(b) § w2 — x5 + 21 =3 (mod 5)
3 — 21 + 22 = 3 (mod 5)

)
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9.4

9.5

3.1.

9.6

9.7

23

Izdalit polinomus f ar g (atrast dalijjumu un atlikumu).
(a) f=X*+X+1,9g=X+1, virs Q;

(b) f=X3-V2X2-1,9g=X%+X -2, virs R.
Atrisinat vienadojumus:

(a) 822 42010 = 0 (mod 3);

(b) 2% —20112% + 20122 + 2013 = 0 (mod 7).

Paaugstinatas griitibas un péetnieciska rakstu-
ra uzdevumi

Dots f(X) = an X" +an_1 X" '+ ...+ a1 X + ag - polinoms ar
veseliem koeficientiem, n > 0. Pieradit, ka eksiste m € Z tads,
ka vienadojumam f(z) = 0(mod m) ir atrisinajumi. Izstradat
metodi mazaka Sada m atraSanai.

Izmantojot modularas vienadojumu sistémas, atrisinat speles
7 All Lights” uzdevumu.
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