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Lekcijas mērķis:
• apgūt atlikumu multiplikat̄ıvo grupu ǧeneratoru - primit̄ıvo sak-

ņu teorijas pamatus,

• apgūt atlikumu multiplikat̄ıvās grupas struktūras pamatus ne-
cikliskos gad̄ıjumos.

Lekcijas kopsavilkums:
• var pēt̄ıt invertējamus atlikumus, kuru pakāpju kopa sakr̄ıt ar

visu invertējamo atlikumu kopu - primit̄ıvās saknes,

• var pēt̄ıt atlikumu mulitplikat̄ıvās grupas struktūru gad̄ıjumos,
kad tā nav cikliska, un atrast ǧenerējošās kopas.

Svar̄ıgākie jēdzieni: uzlabotā Eilera funkcija, primit̄ıvā sakne,
atlikumu multiplikat̄ıvo grupu ǧenerējošās kopas, invertējama atliku-
ma indekss.
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Svar̄ıgākie fakti un metodes: pastiprinātā Eilera teorēma, mul-
tiplikat̄ıvās kārtas ı̄paš̄ıbas, primit̄ıvās saknes ǧenerējošā ı̄paš̄ıba, pri-
mit̄ıvo sakņu eksistence, primit̄ıvo sakņu meklēšanas algoritmi, in-
deksa ı̄paš̄ıbas, primit̄ıvo sakņu un indeksu pielietojumi vienādojumu
risināšanā, atlikumu mulitplikat̄ıvās grupas struktūra mod 2α gad̄ıju-
mā.
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1. Multiplikat̄ıvās kārtas ı̄paš̄ıbas

1.1. Eilera teorēmas pastiprinājums

1.1.1. Uzlabotā Eilera funkcija

m = pα1
1 pα2

2 ...pαk

k . Definēsim uzlaboto Eilera funkciju L(m):

L(m) = MKD
(
ϕ(pα1

1 ), ..., ϕ(pαk

k )
)

=

= MKD
(
pα1−1
1 (p1 − 1), ..., pαk−1

k (pk − 1)
)
.

1.1. piemērs. ϕ(30) = 8, L(30) = 4, ϕ(1365) = 576, L(1365) = 12.

1.1.2. Teorēma

1.1. teorēma. LKD(a,m) = 1 =⇒ aL(m) ≡ 1(mod m).

PIERĀDĪJUMS
LKD(a,m) = 1 =⇒ LKD(a, pαi

i ) = 1, ∀i.
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Pielietojot Eilera teorēmu mod pαi
i , iegūsim

aϕ(p
αi
i ) ≡ 1(mod pαi

i ),∀ i.

Definēsim γi =
L(m)
ϕ(pαi

i )
∈ N,∀ i =⇒

aϕ(p
αi
i )γi ≡ aL(m) ≡ 1(mod pαi

i ), ∀ i.

Saskaņā ar kongruences pamat̄ıpaš̄ıbu



aL(m) ≡ 1(mod pα1
1 )

...
aL(m) ≡ 1(mod pαk

k )
=⇒ aL(m) ≡ 1(mod pα1

1 ...pαk

k︸ ︷︷ ︸
=MKD=m

).¥
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1.2. Atlikumu multiplikat̄ıvās kārtas ı̄paš̄ıbas

m - fiksēts, apz̄ımēsim Pm(a) = P (a).

1.2. teorēma.
1. ak ≡ 1 (mod m) =⇒ k ≡ 0(mod P (a)).

2. ak1 ≡ ak2 (mod m) ⇐⇒ k1 ≡ k2(mod P (a)).

3. P (a)
∣∣∣L(m).

PIERĀDĪJUMS
1. Izdal̄ısim k ar P (a):

k = qP (a) + r, kur 0 ≤ r < P (a) =⇒

ak ≡ aqP (a)+r ≡ (aP (a))qar ≡ ar ≡ 1 (mod m).

r 6= 0 =⇒ ar 6≡ 1 (mod m), jo r < P (a) un P (a) ir a kārta.
Iegūta pretruna =⇒ r = 0 =⇒ k ≡ 0(mod P (a)).
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2. ak1 ≡ ak2 (mod m) =⇒ ak1−k2 ≡ 1 (mod m) =⇒
P (a)|k1 − k2 =⇒ k1 ≡ k2 (mod P (a)).

k1 ≡ k2(mod P (a)) =⇒ k1 = k2 + qP (a) =⇒
ak1 ≡ ak2+qP (a) ≡ ak2(aP (a))q ≡ ak2 (mod m).

3. Seko no pastiprinātās Eilera teorēmas un 1.:
aL(m) ≡ 1 (mod m) =⇒ L(m) ≡ 0(mod P (a)) =⇒ P (a)

∣∣∣L(m).¥

1.2. piemērs. m = 20, L(20) = 4, ϕ(20) = 8.
U20={1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19}. ∀ a ∈ U20 : P (a) ∈ {1, 2, 4}.
Invertējamo elementu kvadrāti:
12 ≡ 92 ≡ 112 ≡ 192 ≡ 1
32 ≡ 72 ≡ 132 ≡ 172 ≡ (−3)2 ≡ 9.
=⇒ P (9) = P (11) = P (19) = 2. Visu invertējamo elementu

ceturtās pakāpes ir 1, jo 92 ≡ 1 =⇒ elementiem, kuru kārta nav ne
1, ne 2, tā ir vienāda ar 4. Šie elementi ir 3, 7, 13, 17.
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2. Atlikumu multiplikat̄ıvās grupas struk-
tūra

2.1. Cikliskais gad̄ıjums - primit̄ıvās saknes

2.1.1. Cikliska apakšgrupa

G - grupa multiplikat̄ıvajā pierakstā, a ∈ G. Apz̄ımēsim ar 〈a〉
kopu {e, a±1, a±2, a±3, ...} - ciklisko apakšgrupu ar ǧeneratoru a.

Minimālais n ∈ N: an = e (ja ∃) - a (multiplikat̄ıvā) kārta P (a).
|〈a〉| = P (a), 〈a〉 = {a, a2, ..., ak−1, 1}.

Pirmais jautājums, ko var uzdot par atlikumu multiplikat̄ıvās gru-
pas struktūru - kādiem m grupa Um ir cikliska - var tikt multiplikat̄ıvi
ǧenerēta ar vienu elementu ?
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2.1.2. Primit̄ıvās saknes (ǧeneratori)

g ∈ Um sauksim par primit̄ıvu sakni, ja

Pm(g) = ϕ(m).

Citiem vārdiem sakot, g kārta ir maksimāla. Primit̄ıvo sakņu mod
m kopa - Gm.

2.1. teorēma. (ǧenerējošā ı̄paš̄ıba) g ∈ Gm =⇒ mod m klases
g, g2, ..., gϕ(m) veido Um klašu pārstāvju kopu.

PIERĀDĪJUMS
Pm(g) = ϕ(m) =⇒ g, g2, ..., gϕ(m) ir dažādi mod m.

∀ gi ir invertējamu klašu pārstāvji =⇒ 〈g〉 = Um. ¥

2.1. piez̄ıme. Iepriekšējā teorēma noz̄ımē to, ka primit̄ıvā sakne g ir
Um ǧenerators: Um = 〈g〉 un (Um, ·) ir cikliska grupa.

2.1. piemērs.
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• m = 2, {1};
• m = 3, {2};
• m = 4, {3};
• m = 5, {2, 3};
• m = 6, {5};
• m = 7, {3, 5};
• m = 8, ∅;
• m = 9, {2, 5};
• m = 10, {3, 7};
• m = 11, {2, 6, 7, 8};
• m = 12, ∅;
• m = 13, {2, 6, 7, 11};
• m = 14, {3, 5};
• m = 15, ∅;
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• m = 16, ∅;
• m = 17, {3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14};
• m = 18, {5, 11};
• m = 19, {2, 3, 10, 13, 14, 15};
• m = 20, ∅;
• m = 2008, ∅;
• m = 2009, ∅.
• m = 2010, ∅.
• m = 2011 ∈ P, {3, 7, 11, 12, 17, 18, 19, ..., 2002, 2006}, kopā 528

primit̄ıvās saknes.

• m = 2012, ∅.
• m = 2013, ∅.
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2.1.3. Primit̄ıvo sakņu eksistence

Kad nevar būt primit̄ıvās saknes

2.2. teorēma. m dalās ar vismaz diviem nepāra pirmskaitļiem vai ar
4p, kur p - nepāra pirmskaitlis =⇒ Gm = ∅.

PIERĀDĪJUMS Ideja: pierād̄ıt, ka šajos gad̄ıjumos L(m) < ϕ(m)
=⇒ ∀ a ∈ Um P (a) ≤ L(m) < ϕ(m).

m dalās ar vismaz diviem nepāra pirmskaitļiem p un q: m = pαqβn
=⇒
L(m) = MKD

(
pα(p−1), qβ(q−1), ϕ(n)

)
< pα(p−1)qβ(q−1)ϕ(n) = ϕ(m).

(< tāpēc, ka 2
∣∣∣LKD(p− 1, q − 1)).

m dalās ar 4pβ : m = 2αpβn =⇒
L(m) = MKD

(
2α−1, pβ(p−1), ϕ(n)

)
< 2α−1pβ(p−1)ϕ(n) = ϕ(m).¥
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Kad var būt primit̄ıvās saknes

Seko, ka primit̄ıvās saknes mod m var eksistēt (un, tādējādi, mul-
tiplikat̄ıvā grupa Um var būt cikliska) šādos gad̄ıjumos:

• m = 2α vai m = pα, kur p - nepāra pirmskaitlis,

• m = 2pα, kur p - nepāra pirmskaitlis.

2.3. teorēma. Gm 6= ∅ ⇐⇒
• m ∈ {2, 4} (citu 2 pakāpju nav),

• m = pα, kur p ir nepāra pirmskaitlis, α ≥ 1,

• m = 2pα, kur p ir nepāra pirmskaitlis, α ≥ 1.

PIERĀDĪJUMS
Pierād̄ıjuma soļi:
• pierādām, ka primit̄ıvās saknes neeksistē, ja m = 2α, kur α ≥ 3,

• pierādām, ka primit̄ıvās saknes ∃, ja p ir nepāra pirmskaitlis,

Saturs Sākums Beigas J I Atpakaļ Aizvērt Pilns ekrāns
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• pierādām, ka(
g ir primit̄ıva sakne mod p

)
=⇒

(
g vai g + p ir primit̄ıva

sakne mod p2
)

=⇒ ∃ primit̄ıvas saknes mod p2,

• pierādām, ka(
g ir primit̄ıva sakne mod p2

)
=⇒

(
g ir primit̄ıva sakne mod

pα, kur α ≥ 3
)

- ∃ primit̄ıvas sakne mod pα, kur α ≥ 3;

• pierādām, ka ja g ir primit̄ıva sakne mod pα, α ≥ 1, tad g vai
g + pα ir primit̄ıva sakne mod 2pα - ∃ primit̄ıvas saknes mod
2pα.

2.2. piez̄ıme. Primit̄ıvo sakņu atrašana dotajam p ir grūts uzdevums.
Ātri algoritmi nav zināmi un nav pietiekoši daudz likumsakar̄ıbu.

Artina hipotēze (sāısinātā formā): 2 ir primit̄ıva sakne bezgal̄ıgi
daudziem pirmskaitļiem.
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Ne par vienu pirmskaitli nav zināms, vai tas ir primit̄ıvā sakne
bezgal̄ıgi daudziem pirmskaitļiem.

2.3. piez̄ıme. Aprakst̄ısim naivu algoritmu primit̄ıvo sakņu atraša-
nai (ja m nav pārāk liels). Atcerēsimies, ka Um elementu kārtas dala
ϕ(m) un primit̄ıvās saknes kārta ir vienāda ar ϕ(m).

Algoritms (visu primit̄ıvo sakņu atrašana):
1. Atrad̄ısim ϕ(m) sadal̄ıjumu pirmskaitļu pakāpju reizinājumā

pα1
1 ...pα

k .

2. (Ir nepieciešams zināt orientētu grafu defin̄ıciju) Konstruēsim
orientētu grafu Γ ar šādām ı̄paš̄ıbām:
• Γ virsotņu kopa ir Um,
• ∃ šķautne a

pi−→ b ⇐⇒ api ≡ b (mod m).
Tādējādi šajā grafā šķautnes noz̄ımē kāpināšanu pirmskaitļu
pakāpēs. (Mūs interesē Um struktūra attiec̄ıbā uz elementu
kāpināšanu dažādās pakāpēs. Lai to labāk saskat̄ıtu, mēs vizu-
alizēsim tikai kāpināšanu pirmskaitļu pakāpēs, kas dala ϕ(m), jo
jebkura interesanta kāpināšana ir šādu kāpināšanu kompoz̄ıcija).
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3. Um primit̄ıvās saknes ir grafa Γ avots: virsotnes, kurām nav
ieejošo šķautņu.

4. Lietder̄ıgi ir pakāpeniski palielināt šķautņu skaitu - z̄ımēt apakš-
grafus katram ϕ(m) pirmskaitļa dal̄ıtājam un pakāpeniski sama-
zināt avotu.

2.1.4. Invertējama elementa indekss (diskrētais logaritms)

a, b ∈ Um. s ir b indekss ar bāzi a mod m (inda(b) vai ind(b)), ja

as ≡ b (mod m).

Ievērosim, ka indekss ir noteikts ar precizitāti mod ϕ(m), tāpēc ka

as+kϕ(m) ≡ as(aϕ(m))k ≡ b (mod m).

2.2. piemērs. p = 5, ind3(4) = ind2(4) = 2, ind3(2) = ind2(3) = 3.
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2.4. teorēma. g ∈ Gm =⇒
1. ∀ a ∈ Um ∃ indekss pie bāzes g;
2. visas a indeksa vērt̄ıbas ir kongruentas mod ϕ(m).

3. indg : Um → Z
/

ϕ(m) ir bijekt̄ıva funkcija;

4. indg(ab) ≡ indg(a) + indg(b) (mod ϕ(m)).

PIERĀDĪJUMS
1. g ∈ Gm =⇒ ∀ a ∈ Um: a ≡ gs (mod m) =⇒ indekss eksistē.

2. g ∈ Gm =⇒ g pakāpes ar kāpinātājiem 1, 2, ..., ϕ(m) ir dažādas
un gϕ(m) ≡ 1 (mod m).

gs1 ≡ gs2 (mod m) =⇒ gs1−s2 ≡ 1 (mod m) =⇒ s1 − s2 ≡
0 (mod ϕ(m)).

3. Injektivitāte
indg(a1) ≡ indg(a2) (mod ϕ(m)) =⇒
indg(a1) = indg(a2) + ϕ(m) · l =⇒ a1 ≡ a2(gϕ(m))l (mod m) un

a1 ≡ a2 (mod m) =⇒ indg ir injekt̄ıva funkcija.

Saturs Sākums Beigas J I Atpakaļ Aizvērt Pilns ekrāns
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Sirjektivitāte g ∈ Gm =⇒ ∀ k ∃ a ∈ Um : a ≡ gk (mod m)
=⇒ indg ir sirjekt̄ıva funkcija.

4. gindg(ab) ≡ ab ≡ gindg(a)gindg(b) ≡ gindg(a)+indg(b) (mod m). ¥

2.4. piez̄ıme. Elementu reizināšanu grupā Um var aizvietot ar to in-
deksu saskait̄ı̌sanu mod ϕ(m), ja Gm 6= ∅, saskaņā ar šādu algoritmu:

ab ≡ gindg(a) · gindg(b) = gindg(a)+indg(b)

2.5. piez̄ıme. Izmantojot diskrētos logaritmus, var risināt vienādoju-
mus atlikumu kopās, kuros ir iesaist̄ıta tikai reizināšana, piemēram,

xk ≡ a (mod m)

saskaņā ar šādu algoritmu:
1. atrast g ∈ Gm,

2. atrast indg(a) = α,

3. pieņemot x ≡ gy (mod m) veikt nezināmo substitūciju x → y,
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20

4. izteikt vienādojuma abas puses kā g pakāpes, iegūt vienādojumu

gky ≡ gα (mod m),

5. atrisināt vienādojumu ky ≡ α (mod ϕ(m)) attiec̄ıbā uz y.

2.2. Necikliskais gad̄ıjums - ǧenerējošās kopas

Primit̄ıvās saknes jēdzienu var vispārināt. Ja grupa Um nav cik-
liska, tad var meklēt minimālo tās elementu kopu Γ = {g1, ..., gr} ar
šādu ı̄paš̄ıbu: ∀ a ∈ Un var izteikt kā Γ elementu pakāpju reizinājumu.
Šādu kopu sauc par Um ǧenerējošu kopu.

Var pierād̄ıt, ka ∀ m grupā Um ∃ elementi g1, ..., gr tādi, ka ∀ a ∈
Um ir noteiktā noz̄ımē viennoz̄ımı̄gi izsakāms formā

a ≡ gα1
1 gα2

2 ...gαr
r (mod m).

2.3. piemērs. m = 12. L(12) = 2, tāpēc elementu kārtas ir 1 vai 2.
U12 = {1, 5, 7, 11}. {5, 7} ir minimāla ǧenerējoša kopa mod 12.
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2.2.1. m = 2α - ǧenerējošais pāris

U2α , kur α ≥ 3, var ǧenerēt ar diviem elementiem.

2.5. teorēma. α ≥ 3, m = 2α. U2α = 〈−1, 3〉 = {±3β}0≤β<2α−2 .

PIERĀDĪJUMS ¥
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3. 7.mājasdarbs

3.1. Obligātie uzdevumi

7.1 Atrast ϕ(m)/L(m), ja
(a) m = 2012;
(b) m = 8636355.

7.2 Atrisināt vienādojumus
(a) x3 ≡ 1(mod 7);
(b) x3 ≡ 1(mod 11).

7.3 Izmantojot tikai pamatfaktus un aprēķinus, pierādiet, ka primi-
t̄ıvās saknes neeksistē
(a) mod 16;
(b) mod 30.

7.4 Atrodiet kādu primit̄ıvu sakni
(a) mod 17,
(b) mod 23,

Saturs Sākums Beigas J I Atpakaļ Aizvērt Pilns ekrāns
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(c) mod 27.

7.5 Atrisiniet vienādojumus:
(a) x6 ≡ 4 (mod 17);
(b) x2y3 ≡ 5 (mod 11).

(Norād̄ıjums: izmantojiet primit̄ıvās saknes)

3.2. Paaugstinātas grūt̄ıbas un pētnieciska rakstu-
ra uzdevumi

7.6 Pierādiet, ka
(a) 5 ir primit̄ıva sakne mod m = 2 · 3k, ∀ k ≥ 1;
(b) 3 ir primit̄ıva sakne mod m = 2 · 7k, ∀ k ≥ 1.

7.7 Pierādiet, ka p ∈ P, p 6= 3 =⇒ ∏
g∈Gp

g ≡ 1(mod p).

7.8 Atrodiet primit̄ıvo sakņu mod p summu mod p ∈ P.
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