DAUGAVPILS UNIVERSITATE
Dabaszinatnpu un matematikas fakultate
Matematikas katedra
Bakalaura studiju programma “Matematika”

Studiju kurss

SKAITLU TEORIJA
8.lekcija

Docetajs: Dr. P. Daugulis

2012./2013.studiju gads

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



Saturs

1. Multiplikativas kartas TpaSibas

1.1.

5
Filera teoremas pastiprinajums . . . . . . .. ... .. 5
1.1.1. Uzlabota Eilera funkcija . . . . . .. .. .. .. 5
1.1.2. Teorema . . . . . . . . ... ... 5

7

1.2. Atlikumu multiplikativas kartas ipasibas . . . . . . . .
2. Atlikumu multiplikativas grupas struktara 9
2.1. Cikliskais gadijums - primitivas saknes . . . . . . . .. 9
2.1.1. Cikliska apakSgrupa . . . . . ... ... .... 9
2.1.2. Primitivas saknes (generatori) . . . . . . . . .. 10
2.1.3. Primitivo saknu eksistence . . . . . . ... ... 13

2.1.4. Invertejama elementa indekss (diskretais loga-
ritms) ... 17
2.2. Necikliskais gadijums - generejosas kopas . . . . . . . . 20
2.2.1. m = 2% - generejosais paris . . . . . ... ... 21
3. 7.majasdarbs 22

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



3.1. Obligatie uzdevumi . . . . . . ... ... ... ... 22
3.2. Paaugstinatas gruitibas un petnieciska rakstura uzdevumi 23

Lekcijas merkis:
e apgit atlikumu multiplikativo grupu generatoru - primitivo sak-
nu teorijas pamatus,

e apgit atlikumu multiplikativas grupas struktiiras pamatus ne-
cikliskos gadijumos.

Lekcijas kopsavilkums:
e var petit invertejamus atlikumus, kuru pakapju kopa sakrit ar
visu invertejamo atlikumu kopu - primitivas saknes,

e var petit atlikumu mulitplikativas grupas struktiiru gadijumos,
kad ta nav cikliska, un atrast generejosas kopas.

Svarigakie jedzieni: uzlabota Eilera funkcija, primitiva sakne,
atlikumu multiplikativo grupu generejosas kopas, invertejama atliku-
ma indekss.
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Svarigakie fakti un metodes: pastiprinata Eilera teorema, mul-
tiplikativas kartas 1pasibas, primitivas saknes genergjosa ipasiba, pri-
mitivo saknu eksistence, primitivo saknu meklesanas algoritmi, in-
deksa Tpasibas, primitivo saknu un indeksu pielietojumi vienadojumu
risinasana, atlikumu mulitplikativas grupas struktura mod 2% gadiju-
ma.
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1. Multiplikativas kartas 1ipasibas

1.1. Eilera teoremas pastiprinajums
1.1.1. Uzlabota Eilera funkcija
m = p'p3*..pp*. Definesim uzlaboto Eilera funkciju L(m):
L(m) = MED((p"), s p0) ) =
= MED (5~ (o1 = 1), 0 = 1)),
1.1. piemeérs. ¢(30) =8, L(30) =4, ¢(1365) = 576, L(1365) = 12.

1.1.2. Teorema
1.1. teorema. LK D(a,m) =1 = ™) = 1(mod m).

PIERADIJUMS
LKD(a,m)=1 = LKD(a,p;") =1, Vi.
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Pielietojot Eilera teoremu mod p;*, ieglsim
a?®") = 1(mod p),V i.

. L(m) ,
Definesim v; = —~< €N, Vi —
o(pi)
a?@i = gLm) = 1(mod pg*),V i.
Saskana ar kongruences pamatipasibu

a™™) = 1(mod p{)
— "™ =1(mod p*..py*).M
———

a™ = 1(mod p*) —MKD=m
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1.2. Atlikumu multiplikativas kartas 1pasibas
m - fikséts, apzimesim P, (a) = P(a).
1.2. teorema.
1. a* =1 (mod m) = k = 0(mod P(a)).
2. @ =a* (mod m) <= ki = ka(mod P(a)).
3. P(a)|L(m).
PIERADIJUMS
1. Izdalisim k ar P(a):
k=gqP(a)+r, kur 0 <r < P(a) =

af = a7 = (¢P(@)1g" = ¢" =1 (mod m).
r#0 = a" # 1 (modm), jor < P(a) un P(a) ir a karta.

Iegtta pretruna = r =0 = k = 0(mod P(a)).
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2. af* = a* (mod m) = a7 =1 (mod m) =
P(a)|kr — ke = k1 = ko (mod P(a)).
k1 = ka(mod P(a)) = k1 =ka +qP(a) =

afr = gh2taP(@) = ke (P(9)a = gF2 (mod m).
3. Seko no pastiprinatas Eilera teoremas un 1.:

a™™) =1 (mod m) = L(m) = 0(mod P(a)) = P(a)|L(m).N

1.2. piemeérs. m = 20, L(20) =4, ¢(20) = 8.
Uz0={1,3,7,9,11,13,17,19}. V a € Usy : P(a) € {1,2,4}.
Invertejamo elementu kvadrati:
12=92=112=19’=1
FP=7=132=17"=(-3)2=09.

= P(9) = P(11) = P(19) = 2. Visu invertgjamo elementu
ceturtas pakapes ir 1, jo 92 =1 = elementiem, kuru karta nav ne

1, ne 2, ta ir vienada ar 4. Sie elementi ir 3,7,13, 17.
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2. Atlikumu multiplikativas grupas struk-
tura

2.1. Cikliskais gadijums - primitivas saknes

2.1.1. Cikliska apaksgrupa
G - grupa multiplikativaja pieraksta, a € G. Apzimeésim ar (a)

kopu {e,a™!, a2 a®3 ...} - ciklisko apaksgrupu ar generatoru a.

Minimalais n € N: o™ = e (ja 3) - a (multiplikativa) karta P(a).
|(a)| = P(a), {a) = {a,a?,...,ak¥"1 1}.

Pirmais jautajums, ko var uzdot par atlikumu multiplikativas gru-

pas struktiru - kadiem m grupa U,, ir cikliska - var tikt multiplikativi
genereta ar vienu elementu ?
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2.1.2. Primitivas saknes (generatori)

g € U, sauksim par primitivu sakni, ja

Py, (g) = @(m)
Citiem vardiem sakot, g karta ir maksimala. Primitivo saknu mod
m kopa - G,.

2.1. teorema. (genergjosa ipasiba) g € G,, = mod m klases
g,92, ..., g?"™) veido U, klasu parstaviju kopu.

PIERADIJUMS
Pn(g) = p(m) = g,¢%, ...,¢*" ir dazadi mod m.

V ¢* ir invertejamu klagu parstavii = (g) = U,,. R

2.1. piezime. lepriekseja teorema nozime to, ka primitiva sakne g ir
Uy, generators: Uy, = (g) un (Up,, -) ir cikliska grupa.

2.1. piemers.
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e m=2 {1}

e m =23, {2};

e m =4, {3}

e m=>5,{23}

e m =26, {5};

e m=7,{3,5}

e m=2_,, @;

e m=09, {25}

o m =10, {3,7};

o m=11, {2,6,7,8):
o m =12, (;

e m=13,{2,6,7,11};
e m =14, {3,5};

e m =15, 0;
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e m = 16, (;

o m =17, {3,5,6,7,10,11,12, 14};

e m =18, {5,11};

e m =19, {2,3,10,13,14,15};

e m =20,

e m = 2008, (;

e m = 2009, (.

e m = 2010, (.

e m = 2011 € P, {3,7,11,12,17,18,19, ..., 2002, 2006 }, kopa 528
primitivas saknes.

e m = 2012, (.

e m = 2013, .
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2.1.3. Primitivo saknu eksistence
Kad nevar biit primitivas saknes

2.2. teoréma. m dalas ar vismaz diviem nepara pirmskaitliem vai ar
4p, kur p - nepara pirmskaitlis = G,, = @.

PIERADIJUMS Ideja: pieradit, ka sajos gadijumos L(m) < ¢p(m)
= YV a €Uy, Pla) < Lim) < ¢(m).

m dalas ar vismaz diviem nepara pirmskaitliem p un ¢: m = p®¢®n
—

L(m) = MKD(pO‘(p—lmﬁ(q—l), w(n)) < p*(p—1)¢"(g=1)p(n) = p(m)
(< tapéc, ka Q‘LKD(p 1,q-1)).
m dalas ar 4p°: m = 2%p°n —

L(m) = MKD(Q""l,pﬁ(p—l)7 w(n)) <227 pP (p—1)p(n) = (m). M
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Kad var bt primitivas saknes

Seko, ka primitivas saknes mod m var eksistet (un, tadejadi, mul-
tiplikativa grupa U,, var bt cikliska) sados gadijumos:
e m = 2% vai m = p<, kur p - nepara pirmskaitlis,

e m = 2p“, kur p - nepara pirmskaitlis.

2.3. teoréma. G,, #* g <
e m € {2,4} (citu 2 pakapju nav),
e m = p®, kur p ir nepara pirmskaitlis, a > 1,

e m = 2p“, kur p ir nepara pirmskaitlis, o > 1.

PIERADIJUMS
Pieradijuma soli:
e pieradam, ka primitivas saknes neeksiste, ja m = 2%, kur a > 3,

e pieradam, ka primitivas saknes 3, ja p ir nepara pirmskaitlis,
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e pieradam, ka
(g ir primitiva sakne mod p) == (g vai g 4+ p ir primitiva
sakne mod p?) == 3 primitivas saknes mod p?,
e pieradam, ka
(g ir primitiva sakne mod p2> - (g ir primitiva sakne mod
p%, kur a > 3) - 3 primitivas sakne mod p®, kur a > 3;

e pieradam, ka ja g ir primitiva sakne mod p®, o > 1, tad g vai
g + p® ir primitiva sakne mod 2p® - 3 primitivas saknes mod
2p©.

2.2. piezime. Primitivo saknu atrasana dotajam p ir gruts uzdevums.

Atri algoritmi nav zinami un nav pietiekosi daudz likumsakaribu.

Artina hipotéze (saisinata forma): 2 ir primitiva sakne bezgaligi
daudziem pirmskaitliem.
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Ne par vienu pirmskaitli nav zinams, vai tas ir primitiva sakne
bezgaligi daudziem pirmskaitliem.

2.3. piezime. Aprakstisim naivu algoritmu primitivo saknu atraSa-
nai (ja m nav parak liels). Atceresimies, ka U,,, elementu kartas dala
©(m) un primitivas saknes karta ir vienada ar ¢(m).
Algoritms (visu primitivo sakyu atrasana):
1. Atradisim ¢(m) sadalijumu pirmskaitlu pakapju reizinajuma
J N
2. (Ir nepieciesams zinat orientetu grafu definiciju) Konstruésim
orientetu grafu I' ar sadam TpaSibam:
e I virsotnu kopa ir U,,,
e Jskautne a 25 b <= a” =b (mod m).
Tadejadi saja grafa Skautnes nozimé kapinaSanu pirmskaitlu
pakapes. (Mdus interesé U, struktira attieciba uz elementu
kapinasanu dazadas pakapes. Lai to labak saskatitu, mes vizu-
alizesim tikai kapinasanu pirmskaitlu pakapes, kas dala ¢(m), jo
jebkura interesanta kapinasana ir $adu kapinasanu kompozicija).
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3. U,, primitivas saknes ir grafa ' avots: virsotnes, kuram nav
ieejoSo skautnu.

4. Lietderigi ir pakapeniski palielinat skautnu skaitu - zimet apaks-
grafus katram ¢(m) pirmskaitla dalitajam un pakapeniski sama-
zinat avotu.

2.1.4. Invertejama elementa indekss (diskretais logaritms)
a,b € Up,. s ir b indekss ar bazi a mod m (ind,(b) vai ind(b)), ja
a® = b (mod m).
Teverosim, ka indekss ir noteikts ar precizitati mod ¢(m), tapec ka
astRem) = 45 (#(™)* = b (mod m).

2.2. piemeérs. p =5, ind3(4) = ind2(4) = 2, ind3(2) = ind3(3) = 3.
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2.4. teorema. g € G,, —
1. V a € U,, 3 indekss pie bazes g;

2. visas a indeksa vertibas ir kongruentas mod ¢(m).
3. indg : Uy, — Z/ap(m) ir bijektiva funkcija;
4. indg(ab) = indy(a) + indy(b) (mod p(m)).

PIERADIJUMS
1.g€Gn = Va€eUy,: a=g° (mod m) —> indekss eksiste.

2. g € G, = g pakapes ar kapinatajiem 1,2, ..., o(m) ir dazadas
un ¢g¥™) =1 (mod m).

g°' = ¢*2 (mod m) = ¢%7%2 =1 (mod m) = s; — s3 =
0 (mod ¢(m)).

3. Injektivitate

indg(a1) = indg(az) (mod p(m)) =

indy(a;) = indy(az) + p(m) -1 = a3 = as(g*™)! (mod m) un
a1 = ap (mod m) = ind, ir injektiva funkcija.
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Sirjektivitate ¢ € G,, = Yk Ja € Uy, : a = gF (mod m)
— indy ir sirjektiva funkcija.

4. gindg(ab) =qab= gindg(a)gindg(b) = gindg(a)+indg(b) (Il’lOd m) [

2.4. piezime. Elementu reizinasanu grupa U,, var aizvietot ar to in-
deksu saskaitisanu mod ¢(m), ja G, # &, saskana ar sadu algoritmu:

ab = g"a(@) . ginds(b) _ gindy (@)+ind (b)

2.5. piezime. Izmantojot diskretos logaritmus, var risinat vienadoju-
mus atlikumu kopas, kuros ir iesaistita tikai reizinasana, piemeram,

¥ = a (mod m)
saskana ar Ssadu algoritmu:
1. atrast g € G,,,
2. atrast indg(a) = «,

3. piegemot x = ¢g¥ (mod m) veikt nezinamo substituciju x — y,
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4. izteikt vienadojuma abas puses ka g pakapes, iegtit vienadojumu
g* = ¢® (mod m),

5. atrisinat vienadojumu ky = o (mod ¢(m)) attieciba uz y.

2.2. Necikliskais gadijums - generejosas kopas

Primitivas saknes jedzienu var visparinat. Ja grupa U, nav cik-
liska, tad var meklét minimalo tas elementu kopu I = {¢1,...,g,} ar
sadu ipasibu: V a € U, var izteikt ka I' elementu pakapju reizinajumu.
Sadu kopu sauc par U,, genergjosu kopu.

Var pieradit, ka V m grupa U,,, 3 elementi g1, ..., g, tadi, kaVa €
Uy, ir noteikta nozimeé viennozimigi izsakams forma

a = g7"g32...g7 (mod m).

2.3. piemers. m = 12. L(12) = 2, tapeéc elementu kartas ir 1 vai 2.
U2 ={1,5,7,11}. {5,7} ir minimala genergjosa kopa mod 12.
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2.2.1. m = 2% - genergjosais paris
Usa, kur o > 3, var generet ar diviem elementiem.
2.5. teoréma. o > 3, m = 2% Use = (—1,3) = {£3°}g<sona—2.
PIERADIJUMS B
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3. T7.majasdarbs

3.1. Obligatie uzdevumi

7.1 Atrast ¢(m)/L(m), ja
(a) m = 2012;
(b) m = 8636355.
7.2 Atrisinat vienadojumus
(a) 2® = 1(mod 7);
(b) 23 = 1(mod 11).
7.3 Izmantojot tikai pamatfaktus un aprekinus, pieradiet, ka primi-
tivas saknes neeksiste
(a) mod 16;
(b) mod 30.
7.4 Atrodiet kadu primitivu sakni

(a) mod 17,
(b) mod 23,
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(¢) mod 27.
7.5 Atrisiniet vienadojumus:
(a) 25 =4 (mod 17);
(b) x2y3 =5 (mod 11).
(Noradijums: izmantojiet primitivas saknes)

3.2. Paaugstinatas griitibas un péetnieciska rakstu-
ra uzdevumi

7.6 Pieradiet, ka
(a) 5 ir primitiva sakne mod m =2 -3 V k > 1;
(b) 3 ir primitiva sakne mod m =2 - 7%,V k > 1.

7.7 Pieradiet, kap e P,p #3 = [] g = 1(mod p).
9€Gp

7.8 Atrodiet primitivo saknu mod p summu mod p € P.
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