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1.2.2. Teorēma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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Lekcijas mērķis:
• apgūt svar̄ıgākās pirmskaitļu ı̄paš̄ıbas, veselo skaitļu viennoz̄ı-

mı̄gās faktorizācijas teorēmu un tās sekas.

Lekcijas kopsavilkums:
• katru veselu skaitli var viennoz̄ımı̄gi izteikt pirmskaitļu pakāpju

reizinājuma formā.

Svar̄ıgākie jēdzieni: pirmskaitļa kārta.

Svar̄ıgākie fakti un metodes: pirmskaitļu ı̄paš̄ıbas, Erastotena
siets, viennoz̄ımı̄gās faktorizācijas teorēma, LKD un MKD atrašana
ar faktorizācijas metodi, saliktu skaitļu faktorizācijas metodes - naivā
dal̄ı̌sana un Fermā metode.
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1. Pirmskaitļi un aritmētikas pamatteorē-
ma

1.1. Pirmskaitļu ı̄paš̄ıbas

1.1.1. Pamat̄ıpaš̄ıbas

P = {2, 3, 5, 7, ...} - visu (pozit̄ıvo) pirmskaitļu kopa.

1.1. teorēma.
1. ∀ n ∈ Z, |n| > 1 ∃ p ∈ P tāds, ka p

∣∣∣n.

2. ∀ n ∈ Z ∀ p ∈ P : LKD(n, p) = 1 ∨ p
∣∣∣n.

3. ∀ a, b ∈ Z ∀ p ∈ P : p
∣∣∣ab =⇒ p

∣∣∣a ∨ p
∣∣∣b.
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4. n 6∈ P =⇒ ∃ p ∈ P :

{
p
∣∣∣n

p ≤ √
n.

5. (Eikl̄ıds, ap 300BC) P ir bezgal̄ıga kopa.

PIERĀDĪJUMS
1. Ja |n| ∈ P, tad nekas nav jāpierāda.

Apskat̄ısim salikta skaitļa n pozit̄ıvo dal̄ıtāju kopu Dpos, tajā ir
vismaz tr̄ıs elementi - 1, |n| un vismaz vēl viens.

Apz̄ımēsim d = min
(
Dpos\ {1}

)
, d > 1 =⇒ d ∈ P, jo pretējā

gad̄ıjumā skaitlim n ir vēl mazāki pozit̄ıvi dal̄ıtāji (d dal̄ıtāji), kas nav
1.

2. LKD(n, p)
∣∣∣p =⇒ LKD(n, p) ∈ {1, p}.
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3.

{
p
∣∣∣ab

p - a
=⇒ LKD(a, p) = 1 =⇒ p

∣∣∣b.

4. Pieņemsim, ka p ir mazākais pirmskaitlis, kas dala n (vismaz
viens pirmskaitlis eksistē, jo n ir salikts). Pierād̄ısim, ka p apmierina
apgalvojumu.

p|n =⇒
{

n = pm
m ≥ p

(ja m < p, tad ∃ pirmskaitlis - m dal̄ıtājs,

kas ir mazāks kā p un dala n).{
n = pm
m ≥ p

=⇒ n ≥ p2 =⇒ √
n ≥ p.

5. Pieņemsim pretējo - P ir gal̄ıga kopa {p1, ..., pn}.
Apskat̄ısim skaitli

N = p1p2...pn + 1.

N ir vai nu 1, vai pirmskaitlis, vai salikts skaitlis. Dalot N ar
katru no skaitļiem pi, atlikumā iegūsim 1, tātad N ir pirmskaitlis.
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N > pi, ∀ pi ∈ {p1, ..., pn} - pretruna. ¥

1.1. piez̄ıme. No teorēmas 4.apgalvojuma seko, ka lai noteiktu, vai
n ∈ P, pietiek pārbaud̄ıt, vai n dalās ar pirmskaitļiem, kas nepārsniedz√

n. Ja n nedalās ne ar vienu pirmskaitli p ≤ √
n, tad n ir pirmskaitlis.

1.1. piemērs. Lai noteiktu, vai 43 ir pirmskaitlis, ir jāpārbauda, vai
43 dalās ar 2, 3, 5.

1.1.2. Erastotena siets

Lai atrastu visus pirmskaitļus intervālā [2, n], var izmantot algo-
ritmu, ko sauc par Erastotena sietu:

1. sarakst̄ısim virknē skaitļus 2, 3, ..., n;

2. izsv̄ıtrojam visus pirmā virknes elementa (2) daudzkārtņus, pa-
liek virkne 2, 3, 5, 7, ..., nob̄ıdamies par vienu vien̄ıbu pa labi -
2
∥∥∥3, 5, 7, ...;
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3. izsv̄ıtrojam visus pirmā (neizsv̄ıtrotā) virknes elementa (3) daudz-
kārtņus, paliek virkne 2

∥∥∥3, 5, 7, 11, 13, ..., nob̄ıdamies par vienu

vien̄ıbu pa labi - 2, 3
∥∥∥5, 7, ...;

...

l. izsv̄ıtrojam visus pirmā (neizsv̄ıtrotā) virknes elementa p daudz-
kārtņus, ja p ≤ √

n, nob̄ıdamies par vienu vien̄ıbu pa labi;

... ...

1.2. piemērs. Atrad̄ısim pirmskaitļus, kas ir mazāki kā 30. Ir jāiz-
sv̄ıtro skaitļu 2, 3, 5 daudzkārtņi

4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 9, 15, 21, 27, 25.
Pāri paliek 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29.
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1.2. Aritmētikas pamatteorēma un tās sekas

1.2.1. Pirmskaitļa kārta

p ∈ P, n ∈ N. Par p kārtu attiec̄ıbā uz n (ordp(n)) sauc maksimālo
p pakāpi, kas dala n:

α = ordp(n) ⇐⇒
{

pα
∣∣∣n

pα+1 - n

ordp(n) ∈ N ∩ {0}.

1.3. piemērs. ord2(96) = 5, ord2(15) = 0.
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1.2.2. Teorēma

1.2. teorēma. (Aritmētikas pamatteorēma, viennoz̄ımı̄gās faktorizā-

cijas teorēma) ∀ n ∈ N, n > 1, ir viennoz̄ımı̄gi izsakāms formā

n = pα1

1 pα2

2 ...pαm
m ,

kur pi ∈ P, p1 < p2 < ... < pm, αi ∈ N.

PIERĀDĪJUMS Atrad̄ısim visus pirmskaitļus, kas dala n, sašķirosim
tos pēc lieluma, iegūsim viennoz̄ımı̄gi noteiktu kopu P = {p1, ..., pm},
kur p1 < p2 < ... < pm.

∀ pi ∈ P atrad̄ısim ordpi(n) = αi > 0. ∀ i

pαi
i

∣∣∣n =⇒ n = pαi
i qi, kur pi - qi.

n = pα1
1 q1 = pα2

2 q2 =⇒ pα1
1

∣∣∣pα2
2 q2 =⇒ pα1

1

∣∣∣q2 =⇒ pα1
1 pα2

2

∣∣∣n.
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Turpinot šādus spriedumus, iegūsim, ka

n = pα1
1 pα2

2 ...pαm
m .

Viennoz̄ımı̄gums seko no tā, ka kopa P un pirmskaitļu kārtas αi

ir noteiktas viennoz̄ımı̄gi.¥

1.4. piemērs. 2520 = 23325171.

1.2. piez̄ıme. Aritmētikas pamatteorēmu var vispārināt uz Z: ∀ n ∈
Z ir viennoz̄ımı̄gi izsakāms formā

n = (−1)εpα1
1 pα2

2 ...pαm
m , kur ε ∈ {0, 1}.

1.3. piez̄ıme. Ja ir doti vairāki skaitļi, tad lietder̄ıgi ir uzskat̄ıt, ka
tiem atbilstošās pirmskaitļu kopas ir vienādas, papildinot tās, ja ne-
pieciešams, piemēram: {

24 = 23325070,
35 = 20305171.
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1.3. teorēma.

{
n = pα1

1 ...pαm
m

n′ = pβ1
1 ...pβm

m

=⇒





nn′ = pα1+β1
1 ...pαm+βm

m

n

n′
= pα1−β1

1 ...pαm−βm
m

nk = pkα1
1 ...pkαm

m

PIERĀDĪJUMS Izmantojam reizināšanas komutat̄ıvo ı̄paš̄ıbu, pie-
mēram:

nn′ = (pα1
1 ...pαm

m )(pβ1
1 ...pβm

m ) =

(pα1
1 pβ1

1 )...(pαm
m pβm

m ) = pα1+β1
1 ...pαm+βm

m .¥
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1.2.3. LKD un MKD atrašana

1.4. teorēma. a|b ⇐⇒ ∀ p ∈ P : ordp(a) ≤ ordp(b).

PIERĀDĪJUMS
ordp(a) ≤ ordp(b) =⇒ ordp(b)− ordp(a) ≥ 0 =⇒

b

a
=

∏

p∈P
pordp(b)−ordp(a) ∈ N =⇒ a|b.

∀ p ∈ P :
{

pα|a
a|b =⇒ pα

∣∣∣b =⇒ ordp(a) ≤ ordp(b). ¥

1.5. teorēma. Dots, ka b = pβ1
1 pβ2

2 ...pβm
m , βi ≥ 0.

1. a|b ⇐⇒ a = ±pα1
1 pα2

2 ...pαm
m , kur ∀ i 0 ≤ αi ≤ βi.

2. b|c ⇐⇒ c = ±pγ1
1 pγ2

2 ...pγm
m q, kur ∀ i βi ≤ γi, q ∈ N.

PIERĀDĪJUMS Seko no iepriekšējās teorēmas. ¥
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1.6. teorēma.{
a = pα1

1 ...pαm
m ,

b = pβ1
1 ...pβm

m

=⇒
{

LKD(a, b) = pγ1
1 ...pγm

m , γi = min(αi, βi),
MKD(a, b) = pδ1

1 ...pδm
m , δi = max(αi, βi).

PIERĀDĪJUMS
1. Apz̄ımēsim d = LKD(a, b). ∀ pi ∈ P:{

ordpi
(d) ≤ ordpi

(a) = αi

ordpi
(d) ≤ ordpi

(b) = βi
=⇒ ordp(d) ≤ min(αi, βi) = γi.

Ja ∃ pj ∈ P : ordpj (d) < γj =⇒ d nav LKD(a, b) - to var
palielināt l̄ıdz lielākam a un b kop̄ıgam dal̄ıtājam

d̃ = pγ1
1 ...p

γj

j ...pγm
m .

2. Apz̄ımēsim c = MKD(a, b). ∀ p ∈ P:{
ordp(d) ≥ ordp(a)
ordp(d) ≥ ordp(b)

=⇒ ordp(d) ≥ max(ordp(a), ordp(b)).
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Ja ∃ pj ∈ P : ordpj
(d) > δj =⇒ d nav MKD(a, b) - to var

samazināt l̄ıdz mazākam a un b kop̄ıgam daudzkārtnim

d̂ = pδ1
1 ...p

δj

j ...pδm
m .¥

1.3. Vienkāršākās faktorizācijas metodes

1.3.1. Dal̄ı̌sana ar maziem pirmskaitļiem - naivā dal̄ı̌sanas
metode

Var pārbaud̄ıt, vai n dalās ar pirmskaitļiem, kas nepārsniedz
√

n,
sākot no maziem pirmskaitļiem (2, 3, 5, 7, ...). Ja n nedalās ne ar vienu
pirmskaitli p ≤ √

n, tad n ir pirmskaitlis.

1.3.2. Fermā metode

Naivā dal̄ı̌sanas metode nav laba, ja n nedalās ar maziem pirm-
skaitļiem, piemēram, n = pq, kur p, q lieli un tuvi pirmskaitļi.
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n - nepāra skaitlis, n = uv, u > v.

1.7. teorēma. n - nepāra skaitlis, n = uv, u > v. Tad

n = a2 − b2, kur





a =
u + v

2
,

b =
u− v

2
.

PIERĀDĪJUMS Tieša pārbaude:
(u + v

2

)2

−
(u− v

2

)2

=
u2 + 2uv + v2 − u2 + 2uv − v2

4
= uv.

Algoritms:

1. definēt a := d√ne,
2. noteikt, vai a2−n ir vesela skaitļa kvadrāts (jo a2−n = b2 ⇐⇒

n = a2 − b2), ja nē, tad definēt a := a + 1, iet uz 2).
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2. 2.mājasdarbs

2.1. Obligātie uzdevumi

2.1 (a) Atrast ord2(20!).
(b) Ar cik nullēm beidzas skaitlis 25! = 1 · 2 · ... · 25 ? (No-

rād̄ıjums: ja skaitlis beidzas ar k nullēm, tad tas dalās ar
10k = 2k5k).

2.2 Sadal̄ıt pirmskaitļu pakāpju reizinājumā

(a) 10705345560000;
(b) 74649551 (Norād̄ıjums: Fermā metode);
(c) 82861.

2.3 Atrast skaitļu a un b LKD un MKD izmantojot faktorizācijas
metodi.
(a) a = 72, b = 702;
(b) a = 3240, b = 11088.
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2.2. Paaugstinātas grūt̄ıbas un pētnieciska rakstu-
ra uzdevumi

2.4 Ir zināms skaitļa n ∈ N sadal̄ıjums pirmskaitļu pakāpju reizinā-
jumā: n = pα1

1 pα2
2 ...pαm

m . Atrodiet n dažādo pozit̄ıvo dal̄ıtāju
skaitu ν(n). (Norād̄ıjums: ja x

∣∣∣n, tad ordp(x) ≤ ordp(n)).

2.5 (Putnam Competition, 2009) Pierād̄ıt, ka jebkuru racionālu skait-
li var izteikt kā pirmskaitļu faktoriālu reizinājumu dal̄ıjumu, pie-

mēram,
4
3

=
(2!)3

3!
.
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