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Lekcijas merkis:
e apgit veselo skaitlu dalamibas pamatus,

e apglit Eiklida algoritmu lielaka kopiga dalitaja atrasanai.

Lekcijas kopsavilkums:
e veselo skaitlu kopa var definét un pétit dalamibas attiecibu,

e cksiste algoritms (Eiklida algoritms), ar kuru var atrast skaitlu
lielako kopigo dalitaju.

Svarigakie jedzieni: naturalie skaitli, veselie skaitli, dalamiba,

kopigie dalitaji, pirmskaitlis, salikts skaitlis, lielakais kopigais dalitajs,
savstarpejie pirmskaitli.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



4

Svarigakie fakti un metodes: pilniga sakartojuma princips,
maksimala elementa princips, aritmetiskas pamatipasibas, veselo skait-
lu dalisana ar atlikumu, dalamibas ipasibas, LKD pamatipasibas,
Eiklida algoritms.
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1.

1.1.

Veselo skaitlu pamatipasibas

Skaitlu kopas

1.1.1. Naturalie un veselie skaitli

Naturalie skaitli (N):

skaitli, ko var iegut dabiska skaitisanas cela 1,2, 3...;

dabiskas aritmeétiskas operacijas - saskaitiSana, atnemsana, rei-
zinasana, daliSana;

naturalo skaitlu kopa var dabiski definet sakartojuma attiecibu
<: x <y, ja starpiba y — x ir defineta ka naturals skaitlis;

problema - naturalo skaitlu kopa nav slégta attieciba uz atnem-
Sanu un dalisanu (piemeram, 1 —2 ¢ N, 1/2 ¢ N);

geometriska interpretacija - garums (pieméram, solu skaits).

Laika gaita izmantojamo, ”pienemamo” skaitlu kopa tika paplasi-
nata vairakos solos (vairaku tukstosu gadu perioda) saglabajot arit-
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metisko operaciju 1pasibas.

Veselie skaitli (Z):
e - divu naturalu skaitlu starpibas rezultats, piemeram
-1=2-3,0=3-3.

Veselos skaitlus iegtist no naturalajiem, pievienojot visas forma-
las starpibas.

e 7 ir slegta attieciba uz saskaitiS8anu un atpemsanu - divu veselu
skaitlu summa un starpiba ir vesels skaitlis. Z nav slégta at-

1
tieciba uz dalisanu (5 ¢ 7).

e geometriska interpretacija - orientetais garums, skaitlu ass punk-
ti ar veselam koordinatem.
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1.1.2. Veselo skaitlu kopas paplasinajumi
Racionalie skaitli Q - formals divu veselu skaitlu paris - daltfjums

m
—, kur m,n € Z, n # 0.
n

Algebriskie skaitli Q - realas saknes algebriskiem vienadojumiem
ar racionaliem koeficientiem, pieméram, v/2 ir sakne vienadojumam

22 =2.

Realie skaitli R - algebrisko skaitlu kopas paplasinasana pievienojot
visas konvergejosu racionalu vai algebrisku skaitlu virknu robezas.

Realos skaitlus var interpretet ka punktus uz taisnes.

Realo skaitlu kopa var art dabiska veida visparinat naturalo skaitlu
sakartojuma attiecibu <.

Pastav kopu ieklausanas NG Z ¢ QC Q¢ R ¢ C.
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1.2. N un Z pamatipasibas

1.1. teoréma. (N pilniga sakartojums princips) V N apakskopa satur
vismazako elementu.

1.2. teorema. (N maksimala elementa princips) ¥V N apakskopa, kas
ir ierobezota no augsas, satur maksimalo elementu.

1.3. teoréma. (Z aritmetiskas pamatipasibas)

. divu veselu skaitlu summa un reizinajums ir vesels skaitlis,
. a+b="b+ a (saskaitisanas komutativitates likums),
. ab = ba (reizinasanas komutativitates likums),

. (a+b)+c=a+ (b+ c¢) (saskaitisanas asociativitates likums),

1

2

3

4

5. (ab)e = a(bc) (reizinasanas asociativitates likums),

6. a4 0 = a (saskaitiSsanas neitrala elementa eksistence),

7. a+x = a = x = 0 (saskaitisanas neitrala elementa vienigums),
8. a-1 = a (reizinasanas neitrala elementa eksistence),
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9. ax =a = 1z =1 (reizinasanas neitrala elementa vienigums),
10. a(b + ¢) = ab + ac (distributivitates likums),
11. ab=0 = a=0 V b=0 (nulles dalitaju neeksistence),

12. { Zb%—oac = b = ¢ (reizinaSanas saisinasanas Ipasiba).

1.3. Veselo skaitlu daliSana ar atlikumu

1.4. teoréema. Va € Z, a # 0 un V b € Z 3 tiesi viens veselu skaitlu
paris (g,7) € Z2, kur 0 < r < |al, tads, ka
b= gqa-+r.
(q - dalijums, r - atlikums).
PIERADIJUMS

Atzimesim uz taisnes ar Dekarta koordinatem visus punktus, kuru
koordinates ir vienadas ar ka, kur k € Z.
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YV b € Z ir viennozimigi izsakams forma
b=gqa+r,
kur ga ir pirmais atzimetais punkts pa kreisi no bun 0 < r < |a|. B

1.1. piezime. Seko, ka ir korekti defineta pilnas redukcijas vai at-
likuma funkcija

pa(b) = atl(b,a) =b—qa =r.
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2. Veselo skaitlu dalamiba

2.1. Dalamibas pamatipasibas

a € Z dalab € Z vai, b dalas ar a (alb) tad un tikai tad, ja 3¢ € Z :

b = qa.

Citiem vardiem sakot, atlikums dalot b ar a ir vienads ar 0:

b = qa + 0.

Ja alb, tad b sauc par a daudzkartni.
Ja a nedala b, tad to apzime ar pierakstu a1 b.

Svarigs specialgadijums: ja 2|a, tad a - para skaitlis, ja 2 1 a, tad
a - nepara, skaitlis.
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2.1. piemeérs. V a : al0. Olja = a = 0. %1 dala visus veselos
skaitlus, +1 dalas tikai ar +1.

2.1. teoréma. (dalamibas ipasibas kopa Z)

1.

2.

Va : ala (refleksivitate).

YVa,b,c: { Z”g = alc (tranzitivitate).

J alb _
Va,b: { bla <~ la| = 1b].
Va,b,b#0: alb = |a| < |b|.

\m,b,b/:{ ZIZ, = al(b+V).

YV a,b,c: alb = albc.
Va,b,c,d:{ alb = ac|bd.
cld
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PIERADIJUMS
l.a=1"a.

alb b=qa oy
2'{1)0 :>{c:q’b = c¢=4q¢'b=(¢q)a = alc.

alb b=gqa o,
3. { bla — { a=qb = b=ga=(¢¢ )b =

¢ =1 — q=+1 — a=+b.

4. alb = b=qa = |b| =|q¢|la| = %:|q|>1 —
b > lal.

a|b b=qa ’_ ’oo_ /
5. { ally = { _Ja = b+l =qa+¢a = (g+¢)a =

a‘b—i—b’.
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6. alb = b=gqga = bec= (gc)a.

7.

{ Z||Z — { lc)lzqql;é = bd = (q10)(g2¢) = (q192)(ac).®

2.1. piezime. Naturalo skaitlu dalamibas attiecibu var attelot ar
Hasses grafu, kas tiek definets sadi:

e virsotnes ir naturalie skaitli,

e divas virsotnes a un b ir savienotas ar Skautni a < b, ja alb un
necksiste skaitlis ¢,a < ¢ < b tads, ka alc un c|b.
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2.2. Kopigie dalitaji
Skaitla b € Z dalitaju kopa - D(b).

2.2.1. Dalitaju 1pasibas

2.2. teorema.

1. D(0) = Z.
2. D(=b) = D(b).
3. b£0 = |D(b)| < 0.
4. D(b) maksimalais elements ir vienads ar |b|, minimalais - ar —|b|.
PIERADIJUMS
1V z € Z: z|0.
2. z|b <= z|(-b).
z|b b=qzx b
3.4. { bro {(HéO’x#O — r=_ = 2| < [b].
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2.2.2. Pirmskaitli

Skaitli p € N sauc par pirmskaitli, ta vienigie pozitivie dalitaji ir
1 un p. Visu pirmskaitlu kopu apzime ar P.

Naturalu skaitli, kas nav pirmskaitlis un nav vienads ar 1, sauc par
saliktu skaitli.

2.2. piemers. 2, 3,5,7,11, 13 ir pirmskaitli. 4 = 2x2 nav pirmskaitlis.

2.2.3. Kopigie dalitaji
a € Z ir kopas {by,...,b;,} C Z kopigs dalitajs, ja ¥V i alb;.
{b1, ..., by, } visu kopigo dalitaju kopu apzime ar D(by, ..., by, ).

Kopas D(by, ..., b, ) maksimalo (pozitivo) elementu sauc par lielako
kopigo dalitaju un apzimé ar LK D(by, ..., by).

D(by,...,b,) un LK D(by, ..., b,) nav atkarigi no elementu by, ..., b,
kartibas.
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{b1,...,b,} - savstarpgji pirmskaitli, ja LK D(by,...,b,) = 1.
2.3. piemérs. LKD(2,4) =2. LKD(12,18) = 6.

2.3. teorema.

1.VbeZ: LKD(b) = LKD(b,0) = |b].
D(a,b) = D(a)
LKD(a,b) =|al.
D(a,b) = D(a — kb,b),
LKD(a,b) = LKD(a — kb,b).

2.Va,beZ: ab = {

3. Va,b,kGZ:{

PIERADIJUMS
1. D(b,0) = D(b) N D(0) = D(b) N Z = D(b) —>

LKD(b,0) = LKD(b) = |b].
2. alb = (ac|a — x|b) — D(a) C D(b) —
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D(a,b) = D(a) N D(b) = D(a) = LKD(a,b) = |al.

x|a
x|b
z € D(a—kb,b) = | D(a,b) C D(a —kb,b).|

3. x € D(a,b) = { = zla— kb =

xla — kb
x|b
zla = @€ D(a,b) = |D(a—kb,b) C D(a,b)| —

x € D(a — kb,b) — { = z|(a —kb) + kb =

| D(a,b) = D(a — kb,b). |
D(a,b) = D(a — kb,b) = LKD(a,b) = LKD(a — kb,b) B

2.2. piezime. Teorémas 3.apgalvojums norada uz to, ka meklejot
LK D(a,b) var aizvietot a ar redukciju a — kb = atl(a,b) = py(a) (ta,
lai @ — kb ir minimals un nenegativs).
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2.3. piezime. Parveidojumu (a,b) — (a — kb, b) érti ir uzdot kolonnu

forma
2 e
a a—kb

un interpretet ki REP3 Ria(—k) = Ria(—1)...Ria(—1) = Ria(—1)*.

k reizes

2.3. Eiklida algoritms (divu skaitlu LKD atraSanai)

2.3.1. Algoritms
Meklésim naturalu skaitlu ¢ un b LKD, a > b. Sakam ar pari (a, b)

vai kolonnas matricu {Z} .

Visparigas idejas:
e ja ir dots skaitlu paris {a, b}, kur a > b, tad parejot uz ”mazaku”
pari - veicot redukciju
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4[]

dalitaju kopas, un tapec art LKD saglabasies,

e Sadu soli var atkartot vairakas reizes, kamer iegisim mazus
skaitlus.

Eiklida algoritms

e Sakot ar pari (a,b) vai kolonnas matricu Z} veicam pilno

redukciju virkni - reducejam lielako skaitli ar mazako, kamer
kartejais redukcijas rezultats nav 0.

e Ja ir veikti n soli, tad algoritma izpildes rezultata tiek ieguta
skaitlu paru/kolonnu virkne

SR i et
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e Virkne rq, 7o, ... ir stingri dilstosa, tapec §1 algoritma realizacija
solu skaits ir galigs.

2.3.2. Algoritma pareizibas pieradijums
2.4. teorema. Pienemsim, ka tiek realizets Eiklida algoritms ar sa-
kuma datiem (a,b), kur @ > b > 0, b 1 a, tiek veikti n soli, ped&jais
nenulles atlikums ir 7,,_1.

1. D(a,b) = D(rn—1).

2. LKD(a,b) = rp_1.

PIERADIJUMS
D(a,b) = D(b,r1) = D(r1,72) = ... = D(ry,—1,0) = D(rp,—1).
un
LKD(a,b) = LKD(b,r1) = ...= LKD(rp-1,0) = rpp—1.1

2.4. piemers. Atradisim LK D(87,13) izmantojot Eiklida algoritmu.
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2.4. piezime. Nemot vera 1pasibu D(—a) = D(a), Eiklida algoritmu
var izmantot veselu, ne obligati pozitivu, skaitlu LK D atraSanai.

2.5. piezime. Eiklida algoritmu var veikt arT ”lenak” - veicot reduk-
cijas, kas ir ne obligati pilnas.
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3. 1l.majasdarbs

3.1. Obligatie uzdevumi

1.1 Izdalit ar atlikumu dotos veselo skaitlu parus:
(a) 324 ar —19,
(b) 293742983472983 ar 3792.

1.2 Atrast

(a) visus naturalos skaitlus, kas dala 168,
(b) visus naturalos skaitlus intervala [500, 1000], kas dalas ar
168.

1.3 Atrast

(a) visus pirmskaitlus starp 100 un 200,
(b) visus veselus skaitlus starp 100 un 200, kas ir ne vairak ka
divu pirmskaitlu pakapju reizinajumi (pieméram, 100 =
9252).
1.4 Dots, ka 5|3a + 2b un 5|a — 3b. Pieradit, ka 5|9a — b.
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1.5 Atrast LK D izmantojot Eiklida algoritmu.
(a) LKD(2813,92),
(b) LKD(377,233),
(¢) LKD(39n +29,24n + 18),V n € Z.

3.2. Paaugstinatas grutibas un petnieciska rakstu-
ra uzdevumi

1.6 Ar kadam n € N vertibam dotas dalas ir saisinamas?
n+n+1
(@) —5——=
ns+1
(b)

n®+2n —2
n?+n+1"
1.7 Pieradit: ja LKD(m,n) = 1, tad LK D(m+n,m?*+n?) € {1,2}.
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