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1.lekcija
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1. Skaitļu kopas

1.1. Naturālie skaitļi

Naturāls skaitlis - skaitlis, ko var iegūt dabiskā skait̄ı̌sanas ceļā
{1, 2, 3...}

Visu naturālo skaitļu kopu apz̄ımēsim ar N.

Naturālo skaitļu kopa ir mazākās bezgal̄ıgās kopas etalons, to iz-
manto sal̄ıdzināšanai ar citām bezgal̄ıgām kopām - bezgal̄ıgu kopu
A sauksim par sanumurējamu, ja eksistē bijekt̄ıva (savstarpēji vien-
noz̄ımı̄ga) funkcija no N uz A.
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Dabiskās darb̄ıbas (aritmētiskās operācijas) ar naturālajiem skait-
ļiem -

saskait̄ı̌sana, atņemšana, reizināšana, dal̄ı̌sana.

Naturālo skaitļu kopu kā kopu ar saskait̄ı̌sanas un reizināšanas
operācijām apz̄ımēsim kā (N, +, ·).

Naturālo skaitļu kopā var dabiski definēt sakārtojuma attiec̄ıbu <.
Teiksim, ka x < y, ja starp̄ıba y − x ir definēta kā naturāls skaitlis.

Problēma - naturālo skaitļu kopa nav slēgta attiec̄ıbā uz atņemšanu
un dal̄ı̌sanu - divu naturālu skaitļu starp̄ıba vai dal̄ıjums var nebūt
naturāls skaitlis (piemēram, 1− 2 vai 1/2).

Vēsturiski lietojamo skaitļu kopa tika paplašināta vairākos soļos
saglabājot aritmētisko operāciju ı̄paš̄ıbas.

Naturālā skaitļa ǧeometriskā interpretācija - garums (piemēram,
soļu skaits).
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1.2. Naturālo skaitļu kopas paplašinājumi

Skaitlis 0 tiek definēts kā jebkuras starp̄ıbas n − n rezultāts, kur
n ∈ N.

Vesels skaitlis - divu naturālu skaitļu starp̄ıbas rezultāts, piemē-
ram

−1 = 2− 3, 0 = 3− 3.

Veselos skaitļus iegūst no naturālajiem, pievienojot visas formālās
starp̄ıbas. Apz̄ımējums: ja n ∈ N un n + x = 0, tad x tiek apz̄ımēts
kā −n. Visu veselo skaitļu kopu apz̄ımē ar (Z, +,×).

Ievērosim, ka veselo skaitļu kopa ir slēgta attiec̄ıbā uz saskait̄ı̌sanu
un atņemšanu - divu veselu skaitļu summa un starp̄ıba ir vesels skaitlis.
Ievērosim ar̄ı to, ka veselo skaitļu kopa nav slēgta attiec̄ıbā uz dal̄ı̌sanu
( 1
2 /∈ Z).

Veselo skaitļu ǧeometriskā interpretācija - orientētais garums, skait-
ļu ass punkti ar veselām koordinātēm.
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Nākamais skaitļu kopas paplašināšanas solis - pievienot visus iespēja-
mos dal̄ıjumus.

Racionāls skaitlis - formāls divu veselu skaitļu dal̄ıjums.Ja m,n ∈
Z, n 6= 0 un nx = m, tad apz̄ımēsim x ar m

n . Visu racionālu skaitļu
kopu apz̄ımē ar Q.

Nākamie skaitļu kopas paplašināšanas soļi ir saist̄ıti ar vienādojumu
sakņu un virkņu robežu pievienošanu.

Algebrisks skaitlis - reāla sakne algebriskam vienādojumam ar
racionāliem koeficientiem, piemēram,

√
2 ir sakne vienādojumam

x2 = 2.
Visu algebrisku skaitļu kopu apz̄ımē ar Q.

Reāls skaitlis - algebrisko skaitļu kopas papildinājums pievieno-
jot visas konverǧējošu racionālu vai algebrisku skaitļu virkņu robežas,
visu reālu skaitļu kopu apz̄ımē ar R.
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Reālajiem skaitļiem ir šāda dabiska ǧeometriska interpretācija:
reālam skaitlim x atbilst punkts uz taisnes, kuram attālums l̄ıdz iz-
dal̄ıtam punktam O ir vienāds ar |x|, un kurš atrodas labajā vai
kreisajā pusē attiec̄ıbā uz O atkar̄ıbā no x z̄ımes.

Reālo skaitļu kopā var ar̄ı dabiskā veidā vispārināt naturālo skaitļu
sakārtojuma attiec̄ıbu.

Iracionāls skaitlis - reāls skaitlis, kas nav racionāls (piemēram√
2).

Ievērosim, ka reālo skaitļu kopa nav slēgta attiec̄ıbā uz algebrisku
vienādojumu risināšanu ar reāliem koeficientiem. Piemēram, vienā-
dojuma

x2 = −1
sakne nevar būt reāls skaitlis.

Komplekss skaitlis - sakne algebriskam vienādojumam ar reāliem
koeficientiem, visu kompleksu skaitļu kopu apz̄ımē ar C. Kompleksos
skaitļus ir dabiski interpretēt kā punktus plaknē.
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2. Veselo skaitļu pamat̄ıpaš̄ıbas

2.1. Kopteorētiskās pamat̄ıpaš̄ıbas

Br̄ıdinājums. Šajā kursā daži apgalvojumi attiecas uz visu veselo
skaitļu kopu, bet daži - uz naturālo skaitļu kopu. Būsim uzman̄ıgi!

2.1. teorēma. N un Z ir bezgal̄ıgas sanumurējamas kopas.

PIERĀDĪJUMS Nav ac̄ımredzami, ka Z ir sanumurējama. Uzrā-
d̄ısim bijekt̄ıvu funkciju f : N→ Z. Definēsim f šādi:

f(x) =

{
x
2 − 1, ja x ir pāra skaitlis,
−(x−1

2 + 1), ja x ir nepāra skaitlis.

Jāpārbauda, ka f ir injekt̄ıva un sirjekt̄ıva:
• ja x = 2n ir pāra skaitlis, tad

f(x) = f(2n) = n− 1,
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tādējādi pāra skaitļu kopa tiek attēlota uz nenegat̄ıvo veselo
skaitļu kopu,

• ja x = 2n + 1 ir nepāra skaitlis, tad

f(x) = f(2n + 1) = −n− 1,

tādējādi nepāra skaitļu kopa tiek attēlota uz negat̄ıvo veselo
skaitļu kopu.

¥

2.2. teorēma. Jebkuriem veseliem skaitļiem x un y ir spēkā tieši
viens no šādiem gad̄ıjumiem:

x = y, x < y vai x > y.

2.3. teorēma. Attiec̄ıba ≤ ir tranzit̄ıva: ja x ≤ y un y ≤ z, tad
x ≤ z.

2.4. teorēma. (Piln̄ıgā sakārtojums princips) Jebkura kopas N apakš-
kopa satur vismazāko elementu.
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2.5. teorēma. ((Maksimālā elementa princips) Jebkura kopas N apakš-
kopa, kas ir ierobežota no augšas, satur maksimālo elementu.)

2.6. teorēma. (Matemātiskās indukcijas princips) Pieņemsim, ka
katram n ∈ N ir definēts apgalvojums P (n) un ir spēkā šādi apgalvo-
jumi:

1. P (1) ir patiess,

2. ja P (i) ir patiess, tad P (i + 1) ir patiess visiem i ∈ N.
Tad visiem n ∈ N apgalvojums P (n) ir patiess.

2.7. teorēma. Katram reālam skaitlim x eksistē viens un tikai viens
1. lielākais veselais skaitlis [x](x veselā daļa jeb gr̄ıda, apz̄ımē ar̄ı

kā bxc), kas nav lielāks par x,

2. mazākais veselais skaitlis dxe (x griesti), kas nav mazāks par x.
(šai teorēmai ir uzskatāma ǧeometriska interpretācija - katrs punkts
uz reālo skaitļu taisnes atrodas starp diviem viennoz̄ımı̄gi noteiktiem
tuvākajiem punktiem ar veselām koordinātēm).
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11

2.2. Aritmētiskās pamat̄ıpaš̄ıbas

2.8. teorēma. Ir spēkā šādi apgalvojumi:
1. divu veselu skaitļu summa un reizinājums ir vesels skaitlis (veselo

skaitļu kopa ir slēgta attiec̄ıbā uz saskait̄ı̌sanu un reizināšanu),
2. a + b = b + a (saskait̄ı̌sanas komutativitātes likums),
3. ab = ba (reizināšanas komutativitātes likums),
4. (a + b) + c = a + (b + c) (saskait̄ı̌sanas asociativitātes likums),
5. (ab)c = a(bc) (reizināšanas asociativitātes likums),
6. a + 0 = a (saskait̄ı̌sanas neitrālā elementa eksistence),
7. ja a+x = a, tad x = 0 (saskait̄ı̌sanas neitrālā elementa vien̄ıgums),
8. a · 1 = a (reizināšanas neitrālā elementa eksistence),
9. ja ax = a, tad x = 1 (reizināšanas neitrālā elementa vien̄ıgums),

10. a(b + c) = ab + ac (distributativitātes likums),
11. ja ab = 0, tad a = 0 vai b = 0 (nulles dal̄ıtāju neeksistence),
12. ja a 6= 0 un ab = ac, tad b = c (reizināšanas sāısināšanas

ı̄paš̄ıba).
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3. Veselo skaitļu dal̄ı̌sana ar atlikumu

3.1. teorēma. (Par veselu skaitļu dal̄ı̌sanu ar atlikumu) Katram vese-
lam skaitlim a, kas nav vienāds ar 0 un katram veselam skaitlim b
eksistē viens un tikai viens veselu skaitļu pāris (q, r) tāds, ka

0 ≤ r < |a|
un ir spēkā vienād̄ıba

b = qa + r

(q sauksim par dal̄ıjumu, r - par atlikumu)

PIERĀDĪJUMS
Ģeometriskais pierād̄ıjums. Atz̄ımēsim uz taisnes ar Dekarta

koordinātēm visus punktus, kurus koordinātes ir vienādas ar ka, kur
k ∈ Z.

Jebkurš vesels skaitlis b ir viennoz̄ımı̄gi izsakāms formā

b = qa + r,

kur qa ir pirmais atz̄ımētais punkts pa kreisi no b un 0 ≤ r < |a|.
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Anal̄ıtiskais pierād̄ıjums.Apskat̄ısim skaitli b
a , kas ir ac̄ımre-

dzami racionāls skaitlis. Jebkuru racionālu skaitli r var viennoz̄ımı̄gi
izteikt formā

r = [r] + r′,
kur r′ ∈ Q, 0 ≤ r′ < 1 un formā

r = dre+ r′′,

kur r′′ ∈ Q,−1 < r′′ ≤ 0.
Ja a > 0, tad izteiksim b

a summā izmantojot veselo daļu (gr̄ıdu),
tātad

b

a
= q + q′

Reizinot abas puses ar a, iegūsim

b = qa + q′a = qa + r.

Tā kā 0 ≤ q′ < 1, tad 0 ≤ q′a < a.

Ja a < 0, tad izteiksim b
a summā izmantojot griestus, tātad

b

a
= q + q′′,
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kur −1 < q′′ ≤ 0. Reizinot abas puses ar a, iegūsim

b = qa + q′′a = qa + r.

Tā kā −1 < q′′ ≤ 0, tad 0 ≤ q′′a < a.

Pierād̄ısim tagad, ka izvirz̄ıjums b = qa + r ar dotajām ı̄paš̄ıbām
ir noteikts viennoz̄ımı̄gi. Pieņemsim, ka eksistē skaitļu pāris a, b, tāds
ka b var izteikt divos veidos

b = q1a + r1 = q2a + r2.

Izdalot š̄ıs vienād̄ıbas ar a, iegūsim vienād̄ıbas
b
a = q1 + r1

a = q2 + r2
a ,

kur izvirz̄ıjumi labajās pusēs apmierina nosac̄ıjums, kas tika formulēti
pierād̄ıjuma sākumā. Tā kā šādi izvirz̄ıjumi ir noteikti viennoz̄ımı̄gi,
tad q1 = q2 un r1 = r2.¥
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4. Veselo skaitļu dalāmı̄bas attiec̄ıba

4.1. Dalāmı̄bas pamat̄ıpaš̄ıbas

Atsevǐsķi pēt̄ısim gad̄ıjumu r = 0.

Teiksim, ka vesels skaitlis a dala veselu skaitli b vai, ka b dalās ar
a (apz̄ımē ar pierakstu a|b) tad un tikai tad, ja eksistē vesels skaitlis
q tāds, ka

b = qa

(atlikums ir vienāds ar 0). Ja a nedala b, tad šo faktu apz̄ımē ar
pierakstu a - b.

Svar̄ıgs speciālgad̄ıjums: ja 2|a, tad a sauksim par pāra skaitli, ja
2 - a, tad a ir nepāra skaitlis.

Dalāmı̄ba definē attiec̄ıbu ρ = | visu veselo skaitļu kopā.
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4.1. teorēma. Dalāmı̄bas attiec̄ıbas sašaurinājumam uz naturālo
skaitļu kopu piemı̄t šādas ı̄paš̄ıbas:

1. refleks̄ıvitāte - katrs naturāls skaitlis dala pats sevi - a|a;

2. antisimetrija - ja a|b un b|a, tad a = b;

3. tranzitivitāte - ja a|b un b|c, tad a|c;
4. ja a|b, tad a ≤ b.

PIERĀDĪJUMS
1. a = 1 · a.

2. Ja a|b un b|a, tad b = qa un a = q′b, tātad b = qa = (qq′)b un
qq′ = 1, tāpēc a = b.

3. Ja a|b un b|c, tad b = qa un c = q′b, tātad c = q′b = (q′q)a un
a|c.

4. Ja a|b, tad b = qa, tātad b
a = q ≥ 1 un b ≥ a.

¥
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4.1. piez̄ıme. Veseliem skaitļiem a, b ir spēkā šāds apgalvojums: ja
a|b un b|a, tad a = ±b.

4.1. piemērs. Jebkurš skaitlis dala skaitli 0, skaitlis 0 nedala nevienu
citu skaitli, izņemot 0, skaitļi 1 un−1 dala visus veselos skaitļus, skaitļi
1 un −1 dalās tikai ar 1 un −1.

4.2. piez̄ıme. Naturālo skaitļu dalāmı̄bas attiec̄ıbu var attēlot ar
Hasses grafu, kas tiek definēts šādi:

• virsotnes ir naturālie skaitļi,

• divas virsotnes a un b ir savienotas ar šķautni a ← b, ja a|b un
neeksistē skaitlis c, a < c < b tāds, ka a|c un c|b.
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4.2. teorēma.
1. Ja veseliem skaitļiem a, b1, ..., bn izpildās nosac̄ıjumi

a|b1, a|b2, ..., a|bn,
tad

a|(b1 + ... + bn).
2. ja a|b, tad katram c ∈ Z izpildās a|bc.
3. ja a|b un c|d, tad ac|bd.

PIERĀDĪJUMS
1. Ja a|b1, a|b2, ..., a|bn, tad bi = qia katram i, tātad∑n

i=1 bi = a
∑n

i=1 qi = aq,
kur q ir vesels skaitlis.

2. Ja a|b, tad b = qa un bc = (qc)a.
3. Ja a|b, tad b = q1a. Ja c|d, tad d = q2c. Tādējādi

bd = (q1a)(q2c) = (q1q2)(ac).
¥
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4.2. Pirmskaitļi un to pamat̄ıpaš̄ıbas

Naturālu skaitli sauksim par pirmskaitli, ja tas ir naturāls skaitlis,
kuram ir tieši divi dažādi naturāli dal̄ıtāji.

Naturālu skaitli, kas nav pirmskaitlis un nav vienāds ar 1, sauksim
par saliktu skaitli.

Naturāls skaitlis ir vai nu 1, vai pirmskaitlis vai salikts skaitlis.

4.2. piemērs. 2, 3, 5, 7, 11, 13 ir pirmskaitļi. 4 = 2×2 nav pirmskaitlis.

4.3. teorēma. Katram saliktam naturālam skaitlim ir vismaz viens
dal̄ıtājs, kas ir pirmskaitlis.

PIERĀDĪJUMS Apskat̄ısim salikta skaitļa a dal̄ıtāju kopu, tajā ir
vismaz tr̄ıs elementi - 1, a un vismaz vēl viens. Apskat̄ısim mazāko no
dal̄ıtājiem b, kas nav 1. b obligāti ir pirmskaitlis, jo pretējā gad̄ıjumā
skaitlim a ir vēl mazāki dal̄ıtāji (b dal̄ıtāji), kas nav 1.¥
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4.4. teorēma. (Eikl̄ıds, Senā Grieķija, ap 300BC) Pirmskaitļu kopa
ir bezgal̄ıga.

PIERĀDĪJUMS Pieņemsim pretējo. Pieņemsim, ka pirmskaitļu
kopa ir gal̄ıga kopa p1, ..., pn. Apskat̄ısim skaitli

N = p1p2...pn + 1. (1)

N ir vai nu 1, vai pirmskaitlis, vai salikts skaitlis. Dalot N ar katru no
skaitļiem pi, atlikumā iegūsim 1, tātad N ir pirmskaitlis. N ir lielāks
nekā jebkurš kopas {p1, ..., pn} elements, tātad ir iegūta pretruna.¥
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5. 1.mājasdarbs

1. Izmantojot matemātisko indukciju pierādiet vienād̄ıbu

12 + 22 + ... + n2 = n(n+1)(2n+1)
6

(Norād̄ıjums: pieņemiet, ka formula ir pareiza, ja n = k un
pierādiet, ka no š̄ı pieņēmuma seko formulas pareiz̄ıba, ja n =
k + 1.)

2. Izdaliet ar atlikumu dotos veselo skaitļu pārus: 1) 32 ar 3, 2)
324 ar −19, 3) 293742983472983 ar 3792.

3. Atrodiet visus naturālos skaitļus, kas dala 168.

4. Atrodiet visus pirmskaitļus, kas ir mazāki kā 100.

5. Atrodiet visus naturālos skaitļus n, kuriem n3−1 ir pirmskaitlis.
(Norād̄ıjums: sadaliet polinomu n3 − 1 reizinātājos -

n3 − 1 = (n− 1)(n2 + n + 1)

un izmantojiet to faktu, ka pirmskaitlim ir tikai divi dal̄ıtāji.)
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