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1. Vienadojumu risinasana atlikumu kopas

1.1. Vienadojumi atlikumu gredzenos péc pirm-
skaitla modula

1.1. piezime. Z/pZ ir lauks (visi nenulles elementi ir invertejami).

Lauki ir ar1, pieméram, Q, R, C. Risinat vienadojumus un vienado-

jumu sisteémas var lidzigi ka realos skaitlos. Piemeéram, linearam siste-

mam var izmantot Gausa metodi, ir speka Bezu teoréma.

1.2. piezime. Atgadinajums par Bezu teorému: a ir vienadojuma
f(z) = 0 atrisinajums tad un tikai tad, ja (x — a)|f(z) jeb

f(@) = (x —a)g(z).
Atskiribas:
e lauka Z/pZ ir galigs skaits elementu - var atrast visus atrisinaju-

mus ar izsmeloso parlasi;
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e ne vienmer eksiste saknes - lietderigi izmantot primitivas saknes
un indeksus.

1.3. piezime. Ja koeficients pie lielakas nezinama pakapes nav kon-
gruents ar 0, tad ar to var izdalit.
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1.1. teorema. Ja p ir pirmskaitlis un

fi(x) f2(z) =0 (mod p),
tad vai nu fi(z) =0 (mod p), vai arT fo(z) =0 (mod p).

PIERADIJUMS Tas seko no agrak pieradita fakta, ka atlikumu
gredzena péc pirmskaitla modula nav nulles dalitaju - ja ab = 0 (mod p),
tad vainua =0, vaiartb=0. B

Polinomu f(z) sauksim par sadalamu péc modula p (reducible), ja

f(@) = fi(2)f2(2) (mod p),
kur f;(z) ir nekonstanti polinomi. Pretgja gadijuma polinomu sauksim
par nesadalamu (irreducible).

1.1. piemers. 22 + 1 = (z + 1)? (mod 2). 22+ 2+ 1 (mod 2) ir
nesadalams bet 2% +z + 1 = (z +2)? (mod 3).
(mod 5).

x +1:+3:(x+2)(:1:+4)
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Par polinoma f(z) = .7, a;2" Ferma redukciju ar moduli p sauk-
sim polinomu

n
foa) = S agat med v,
=1

1.2. piemeérs. Ja f(x) = 25 + 2% + o + 1, tad
fa@)=a+a' +2+1=22+2

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



7

1.2. teorema. Jebkurs algebrisks vienadojums ar vienu nezinamo
pec modula p ir ekvivalents vienadojumam, kura pakape neparsniedz

p—1.

PIERADIJUMS Pienemsim, ka f(z) = a,2" +a,_12" " +... +ao.
Ja ag #Z 0 (mod p), tad  # 0 (mod p) un

i i mod p-1

' = mod p.

8

Redzam, ka .
f(z) = f(z) (mod p).
Ja ag =0 (mod p), tad
flx) =a"g(z),

kur polinoma g(x) brivais loceklis nav kongruents ar nulli. f(x)
atrisinajumu kopa ir 0 un g(x) = 0 atrisinajumu kopas apvienojums,
tapéc vienadojums f(x) = 0 (mod p) ir ekvivalents ar vienadojumu
zg(xz) =0 (mod p), kura pakape neparsniedz p —1. B
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1.4. piezime. Algoritms vienadojuma f(z) =0 (mod p) risinasanai:
1. veikt polinoma f(x) parveidoSsanu par ekvivalentu polinomu
fla) =2 g(x),
kur s € {0,1} g(0) # 0 (mod p) un g(x) pakape neparsniedz
p—2
2. méginat sadalit reizinatajos g(x) (mod p) - izteikt to forma
9(x) = g1()...q(x) (mod p);
3. katram 7 atrisinat vienadojumu
gi(x) =0 (mod p)

un atrast visu atrisinajumu apvienojumu.

1.3. piemers. Atrisinasim vienadojumu

2" +82° — 22° + 2 — 1 =0 (mod 5).
Reducgjot koeficientus mod 5, iegisim

2" +32% +32° + 2+ 4 =0 (mod 5).
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Pielietojot Ferma teoremu, iegisim ekvivalento vienadojumu
43 +32° o +d4=42+4r+4=2>+2+1=0 (mod 5).

Sim vienadojumam nav atrisinajumu.

1.5. piezime. Algoritms linearas modularu vienadojumu sistémas
atrisinasanai ar fiksetu moduli p - pielietot Gausa metodi.

1.4. piemers. Atrisinasim sistemu
T — T — T3z = 1 (HlOd 3)

221 + 29 — 223 =2 (mod 3)
2x1 — 229 — 23 = 2 (mod 3)

So pasu sistemu var atrisinat péc cita modula, piemeram, 2 un iegut
citu rezultatu.

1.6. piezime. Spele All Lights.
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1.7. piezime. Nelinearas vienadojumu sistémas péc fikséta pirmskait-
la modula risinat ir gruti, tapat ka realos skaitlos. Ja nekas cits
neatliek, var izmantot izsmeloSo parlasi.
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1.2. Vienadojumi atlikumu gredzenos péc pirm-
skaitla pakapes modula

1.8. piezime. Modularos vienadojumus pec pirmskaitla pakapes p®

modula risinasim izmantojot $adu faktu: ja a = b (mod m) un m’|m,

tad @ = b (mod m’). Konkretak, risinasim modularos vienadojumus

sakot no mazam p pakapém: no sakuma pec modula p, péc tam péc

p2 u.t.t.

1.9. piezime. No ieprieksejas piezimes seko algoritms vienadojuma
f(x) =0 (mod p®) risinasanai:
1. Atrisinasim vienadojumu
f(z) =0 (mod p),
ieglisim atrisinajumu kopu S .
2. Katram s € S; ievietosim x = s + pz’ vienadojuma
f(a) =0 (mod p?),
atrisinasim iegiito vienadojumu attieciba uz z’, ieglisim atrisina-
jumu kopu So;
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1.5. piemeérs. Atrisinasim vienadojumu 322 + 2 — 1 = 0 (mod 27).
1. Jebkurs atrisinajums x apmierina vienadojumu
32° + 2 —1=0 (mod 3),
§im vienadojumam ir viens atrisinajums z = 1 (mod 3).
2. Ievietosim iegiito atrisinajumu x = 1 + 3z’ vienadojuma
322 + 2 —1=0 (mod 9).
Tegtsim vienadojumu 3z’ + 3 = 0 (mod 9). Izdalisim visu ar 3,
ieglisim vienadojumu 2’ + 1 = 0 (mod 3), kura atrisinadjums ir
2’ =2 (mod 3). Tatad t =1+3-2=7 (mod 9).
3. Ievietosim ieguto atrisinajumu z = 7 + 92" vienadojuma
322 + 2 —1=0 (mod 27).
Tegiisim vienadojumu 9z” + 18 = 0 (mod 27). Izdalisim visu ar
9, ieglisim vienadojumu z” 4+ 2 = 0 (mod 3), kura atrisinajums
ir 2/ =1 (mod 3).
Atbilde ir 2 =74+ 9-1 =16 (mod 27).
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2. 8.majasdarbs

7.3 Atrisiniet vienadojumu 8z% + 2008 = 0 (mod 3).

7.4 Izmantojot Gausa metodi atrisiniet linearu vienadojumu sistemu

1+ 222+ 23 =1 (mod 3)
X9 + 223 + x4 = 2 (mod 3)
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