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Lekcijas mērķis:
• apgūt pamatfaktus par ortonormētām bāzēm un ortonormēša-

nas algoritmu.
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3

Lekcijas kopsavilkums:
• jebkuru bāzi Eikl̄ıda telpā var pārveidot par ortonormētu bāzi.

Svar̄ıgākie jēdzieni: ortonormēta kopa, ortonormēta bāze.

Svar̄ıgākie fakti un metodes: ortogonālas kopas lineāra neat-
kar̄ıba, Grama-Šmita ortonormēšanas algoritms.
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1. Ortonormētas bāzes

1.1. Pamatfakti

E - ET. v un w sauc par ortogonāliem (v ⊥ w), ja < v|w >= 0.

• S ⊆ E sauc par ortogonālu kopu, ja < v|w >= 0, ∀ v,w ∈ S;

• S ⊆ E sauc par normētu kopu, ja < v|v >= 1, ∀ v ∈ S;

• S ⊆ E sauc par ortonormētu kopu, ja

< v|w >=
{

1, ja v = w
0, ja v 6= w , ∀ v,w ∈ S.

1.1. teorēma. E - ET, S ⊆ E : S - ortogonāla nenulles elementu
kopa. Tad S.

PIERĀDĪJUMS S = {s1, ..., sm}.
Pieņemsim pretējo: S =⇒ ∃ λ1, ..., λm:
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• ∃ λj 6= 0;

•
m∑

i=1

λisi = 0.

Apskat̄ısim < ·|sj >:

<
( m∑

i=1

λisi

)
|sj >= < 0|sj >︸ ︷︷ ︸

=0

=⇒

m∑
i=1

λi < si|sj >= 0 =⇒ λj < sj |sj >= 0 =⇒

λj ||sj ||2 = 0 =⇒ λj = 0 vai ||sj || = 0 - pretruna jebkurā
gad̄ıjumā. ¥

E bāzi sauc par ortonormētu bāzi, ja tā ir ortonormēta kopa.

1.1. piemērs. Rn kanoniskā bāze - ortonormēta attiec̄ıbā uz standar-
ta skalāro reizinājumu.
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1.2. Elementa koordinātes ortonormētā bāzē

1.2. teorēma. E - gal̄ıgi dimensionāla ET,O = {e1, e2, ..., en} ortonormēta
bāze. ∀ v ∈ E izpildās šādas vienād̄ıbas

1. v =
n∑

i=1

< v|ei > ei;

2. ||v||2 =
n∑

i=1

< v|ei >2.

PIERĀDĪJUMS
1. v viennoz̄ımı̄gi izsakās kā O elementu lineāra kombinācija: v =

n∑
n=1

ciei.
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Aprēķinot skalāros reizinājumus ar visiem ej , iegūsim šādu sistēmu:




< v|e1 >=<
n∑

i=1

ciei|e1 >= c1 < e1|e1 >= c1

< v|e2 >=<
n∑

i=1

ciei|e2 >= c2 < e2e2 >= c2

...

< v|en >=<
n∑

i=1

ciei|en >= cn < enen >= cn.

2. < v|v >=<
n∑

i=1

< v|ei > ei

∣∣∣
n∑

j=1

< v|ej > ej >=

n∑
i=1

n∑
j=1

cicj < ei|ej > =
n∑

i=1

c2
i =

n∑
i=1

< v|ei >2.

¥
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1.3. Apakštelpas ortogonālais papildinājums

E - ET, V ⊆ E. Par V ortogonālo papildinājumu sauc kopu V ⊥:

V ⊥ = {x ∈ E|〈x|v〉 = 0 ∀ v ∈ V }.

1.2. piemērs. E = R3, L =
{




x
y
0




∣∣∣ x, y ∈ R
}

. Tad

L⊥ =
〈




0
0
z




〉
.

1.3. teorēma. E - gal̄ıgi dimensionāla ET.
1. V ≤ E =⇒ V ⊥ ≤ E.

2. V ≤ W =⇒ W⊥ ≤ V ⊥.

3. V ∩ V ⊥ = 0.

4. V = 〈v1, ...,vk〉 =⇒
(
w ∈ V ⊥ ⇐⇒ ∀ i < w|vi >= 0

)
.
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9

PIERĀDĪJUMS

1. w,w′ ∈ V ⊥ =⇒
{

< v|w >= 0
< v|w′ >= 0, ∀ v ∈ V

=⇒
< v|λw + µw′ >= 0 =⇒ λw + µw′ ∈ V ⊥ =⇒ V ⊥ ≤ E.

2. t ∈ W⊥ =⇒ < t| v︸︷︷︸
∈V⊆W

>= 0 =⇒ t ∈ V ⊥ =⇒ W⊥ ⊆ V ⊥.

3. t ∈ V ∩ V ⊥ =⇒ < t|t >= 0 =⇒ t = 0.

4. =⇒ - seko no defin̄ıcijas.

∀ i < w|vi >= 0 =⇒ ∀ v =
k∑

i=1

civi < w|v >=< w|
k∑

i=1

civi >=

k∑
i=1

ci < w|vi >= 0. ¥
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1.4. Grama-Šmita ortonormalizācijas algoritms

1.4.1. Normēšana

E - ET. ∀ S ∈ E var pārveidot par normētu kopu:

∀ v ∈ E definēsim v? =
1
||v||v =⇒ ||v?|| = ||v||

||v|| = 1.

S = {v1, ...,vl} =⇒ S? = {v?
1, ...,v

?
l } - normēta.

1.4.2. Divu elementu kopas ortonormēšana

Pieņemsim, ka ir doti 2 lineāri neatkar̄ıgi elementi {e1, e2}. Tos var
modificēt par ortonormētiem elementiem {g1,g2} ar šādiem soļiem:

1. normēt elementu e1:

g1 =
1

||e1||e1;
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2. aizvietot e2 ar elementu h2 tādu, ka < h2|g1 >= 0, meklēsim
h2 šādā formā:

h2 = e2 + cg1.

< h2|g1 >=< e2 + cg1|g1 >=< e2|g1 > +c< g1|g1 >︸ ︷︷ ︸
=1

= 0

=⇒ c = − < e2|g1 > =⇒ h2 = e2− < e2|g1 > g1;

3. normēt elementu h2:

g2 =
1

||h2||h2.

1.4.3. Grama-Šmita ortonormēšanas algoritms

Klasiskais apraksts

E - gal̄ıgi dimensionāla ET, {e1, ..., el}.

Konstruēsim elementu virkni {g1, ...,gl} saskaņā ar šādu algo-
ritmu:
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1. g1 = e?
1 - normējam pirmo bāzes elementu;

2. g2 =
(
e2− < e2|g1 > g1

)?

- panākam, ka otrais bāzes elements
ir ortogonāls pirmajam un ir normēts, pēc š̄ı soļa pirmie divi
jaunās bāzes elementi ir ortonormēti;

3. g3 =
(
e3− < e3|g2 > g2− < e3|g1 > g1

)?

- panākam, ka
trešais jaunās bāzes elements ir ortogonāls pirmajiem diviem
un ir normēts, pēc š̄ı soļa pirmie tr̄ıs jaunās bāzes elementi ir
ortonormēti;

4. ...

l. gl =
(
el −

l−1∑
i=1

< el|gi > gi

)?

- panākam, ka visi l jaunās bāzes

elementi ir ortonormēti.

Matricu formālisma izmantošana

E - gal̄ıgi dimensionāla ET, {e1, ..., el}.
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Elementus e1, ..., el izteiksim attiec̄ıbā uz kādu bāzi B. To ko-
ordinātu kolonnas savienosim matricā

M = [e1|e2|...|el] =




a11 a12 ... a1l

a21 a22 ... a2l

... ... ... ...
an1 an2 ... anl




Meklēsim ortonormētas bāzes koordinātu kolonnas attiec̄ıbā uz to
pašu bāzi B saskaņā ar šādu algoritmu, kas sastāv no KEP virknes.

1. K1

( 1
||e1||

)
- normējam pirmā bāzes elementa koordinātu kolonnu;

2. K12(− < e2|e1 >)︸ ︷︷ ︸
ortogonalizācija

, K2

( 1
||e2− < e2|e1 > e1||

)

︸ ︷︷ ︸
normēšana

- ortogonalizējam

otrā bāzes elementa koordinātu kolonnu ar pirmo un normējam;

3. K13(− < e3|e1 >)︸ ︷︷ ︸
ortogonalizācija

, K23(− < e3|e2 >)︸ ︷︷ ︸
ortogonalizācija

,
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K2

( 1
||e3− < e3|e1 > e1− < e3|e2 > e2

||
)

︸ ︷︷ ︸
normēšana

- ortogonalizējam trešā

bāzes elementa koordinātu kolonnu ar pirmo un otro kolonnu un
normējam;

4. ...

1.4.4. Teorēma

1.4. teorēma. (Grama-Šmita ortonormēšanas algoritma pareiz̄ıba)
E - gal̄ıgi dimensionāla ET, {e1, ..., el}. Definēsim





g1 = e?
1

g2 =
(
e2− < e2|g1 > g1

)?

g3 =
(
e3− < e3|g2 > g2− < e3|g1 > g1

)?

...

gl =
(
el −

l−1∑
i=1

< el|gi > gi

)?
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Tad

1. 〈g1, ...,gl〉 = 〈e1, ..., el〉;
2. {g1, ...,gl} ir ortonormēta kopa.

PIERĀDĪJUMS

1.





g1 ∈ 〈e1〉, e1 ∈ 〈g1〉,
g2 ∈ 〈e1, e2〉, e1 ∈ 〈g1,g2〉,
...
gl ∈ 〈e1, ..., el〉, e1 ∈ 〈g1, ...,gl〉,

=⇒ 〈g1, ...,gl〉 = 〈e1, ..., el〉

2. Izmantosim matemātisko indukciju ar bāzi l.

Indukcijas bāze l = 1 - izpildās ac̄ımredzami.

Indukcijas solis Pieņemsim, ka {g1, ...,gl−1} ir ortonormēta un
pierād̄ısim, ka {g1, ...,gl−1,gl} ir ortonormēta.

Jāpierāda tikai, ka < gl|gj >= 0, ∀ j < l, visi pārējie nosac̄ıjumi
seko no indukcijas pieņēmuma.
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gl =
(
el −

l−1∑
i=1

< el|gi > gi

)?

. Apz̄ımēsim

γl = ||el −
l−1∑

i=1

< el|gi > gi|| ⇐⇒ γlgl = el −
l−1∑

i=1

< el|gi > gi.

∀ j < l : < γlgl|gj >= γl < gl|gj >=

<
(
el −

l−1∑

i=1

< el|gi > gi

)
|gj >=

< el|gj > −
l−1∑

i=1

< el|gi >< gi|gj >=

< el|gj > − < el|gj >= 0.¥

1.1. piez̄ıme. Seko, ka jebkuru ET bāzi var pārveidot par ortonormē-
tu bāzi ar Grama-Šmita algoritmu. Seko, ka ∀ ET E ∃ ortonormēta
bāze.
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1.2. piez̄ıme. Grama-Šmita algoritmu var modificēt tā, lai normēšana
notiktu pēc ortogonalizācijas (lai nepat̄ıkamie saucēji parād̄ıtos tikai
pašās beigās).

Grama-Šmita ortonormēšanas algoritms - 2.variants

E - gal̄ıgi dimensionāla ET, {e1, ..., el}. Konstruēsim elementu
virkni {g1, ...,gl} šādā veidā (kā starprezultātu konstruēsim elementu
virkni {f2, ..., fl}):

1. f2 = e2− < e2|e1 > e1;

2. g3 = e3− < e3|e2 > e2− < e3|e1 > e1;

3. ...

l-1. el = el −
l−1∑
i=1

< el|ei > ei;

l. normēsim elementus {e1, f2, ..., fl}, iegūsim virkni {g1, ...,gl}.
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2. 8.mājasdarbs

2.1. Obligātie uzdevumi

8.1 Ar kādu a vērt̄ıbu elementi




1
2
3


,




6
3
−4


 un




a
2
3


 veido

ortogonālu kopu?
8.2 Aprakst̄ıt V ⊥ (uzdot veidotājsistēmu) norād̄ıtajās Eikl̄ıda telpās

ar standarta skalāro reizinājumu.

(a) E = R2, V = 〈
[

3
−1

]
〉;

(b) E = R3,V = 〈



2
−1
1


〉;

(c) E = R4, V = 〈




1
−1
2
1


 ,




2
1
0
−1


〉.
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8.3 Dotās bāzes pārveidot par ortonormētām bāzēm attiec̄ıbā uz
standarta skalāro reizinājumu izmantojot Grama-Šmita algo-
ritmu (main̄ıt rindu pierakstu uz kolonnu pierakstu).

(a) E = R2, {(1, 1), (2, 3)}.
(b) E = R3, {(1, 2,−1), (2, 0, 1), (3, 2,−1)}.
(c) E = R4, {(1, 1, 0, 0), (1, 1, 1, 0), (0, 1, 1, 1), (0, 0, 1, 1)}.

8.4 Atrast elementu koordinātes attiec̄ıbā uz iepriekšējā uzdevumā
atrastajām ortonormētajām bāzēm.

(a)
[

5
6

]
.

(b)




1
1
1


.

(c)




1
−1
1
−1


.
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2.2. Paaugstinātas grūt̄ıbas un pētnieciska rakstu-
ra uzdevumi

8.5 Aprakst̄ıt tādu skalāru reizinājumu telpā Mat(n,R), lai stan-
darta bāze {E11, ...,Enn} būtu ortonormēta.
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