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Lineārā algebra II

6.lekcija
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Lekcijas mērķis:
• apgūt ı̄pašvērt̄ıbu un ı̄pašvektoru ı̄paš̄ıbas un lietojumus.

Lekcijas kopsavilkums:
• zinot matricas elementus var aptuveni noteikt ı̄pašvērt̄ıbu atra-

šanās vietu,
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• matricu diagonalizāciju var izmantot diskrēto dinamisko sistēmu
pēt̄ı̌sanā.

Svar̄ıgākie jēdzieni:

Svar̄ıgākie fakti un metodes: Geršgorina teorēma, Perrona
teorēma,
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1. Īpašvērt̄ıbu lokalizācija

1.1. Geršgorina teorēma

1.1. teorēma. M = [aij ] ∈ Mat(n,R), ∀ i ∈ {1, ..., n} definēsim

ri =
n∑

j=1,j 6=i

|aij |. Tad

∀ λ ∈ Spec(M) ∃ i : λ ∈ [aii − ri, aii + ri].

(katra reāla ı̄pašvērt̄ıba atrodas kādā no intervāliem ar centru aii un
garumu 2ri)

PIERĀDĪJUMS

λ ∈ Spec(M) ⇐⇒ ∃ c =




c1

...
cn


 : Mc = λc ⇐⇒





a11c1 + ... + a1ncn = λc1

...
an1c1 + ... + a1ncn = λcn
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Izvēlēsimies tādu i, ka |ci| = maxj |cj | > 0. Apskat̄ısim i-to vienā-
dojumu:

λci − aiici =
n∑

j=1,j 6=i

aijcj ⇐⇒ λ− aii =
n∑

j=1,j 6=i

aij

(cj

ci

)
=⇒

|λ− aii| =
∣∣∣

n∑

j=1,j 6=i

aij
cj

ci

∣∣∣ ≤
n∑

j=1,j 6=i

∣∣∣aij · cj

ci

∣∣∣ =

n∑

j=1,j 6=i

|aij |
∣∣∣cj

ci

∣∣∣
︸︷︷︸
≤1

≤
n∑

j=1,j 6=i

|aij | = ri =⇒ λ ∈ [aii − ri, aii + ri].¥

1.1. piemērs.




2 1 0
1 2 1
0 1 2


 reālās ı̄pašvērt̄ıbas atrodas intervālā [0, 4].
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1.2. Perrona teorēma

1.2. teorēma. P ∈ Mat(n,R), ∀ i, j : aij > 0. Tad ∃ λ ∈ Spec(P)
(Perrona ı̄pašvērt̄ıba):

1. λ > 0;

2. ∃ c =




c1

...
cn


 ∈ Pλ: ∀ i ci > 0;

3. ∀ λ′ ∈ Spec(P): |λ′| ≤ λ.

4. v - pozit̄ıvs P ı̄pašvektors =⇒ v atbilst ı̄pašvērt̄ıbai λ.

PIERĀDĪJUMS Netiek dots.¥

1.2. piemērs. P =




3 2 4
6 1 3
5 2 5


,

Spec(P) = {−1.6824, 0.2859, 10.3965}.
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2. Īpašvērt̄ıbu un ı̄pašvektoru lietojumi

2.1. Diskrētas sistēmas matemātiskajā medic̄ınā

Apskat̄ısim vienkāršu vēža audzēja modeli:
• vēža audzēja lielumu laika momentā n nosaka tā šūnu skaits

(svars) un.
• pieņemsim, ka vēža audzēja dinamiku nosaka kāda ķ̄ımiska viela

P , ko izdala pats audzējs, P daudzums laika momentā n ir vn.

Pieņemsim, ka vēža audzēja šūnu skaits un P daudzums apmierina
diskrētu dinamisku sistēmu





un+1 = 2un − vn

vn+1 =
3
4
un.

Pamatojums:
• uzskatām, ka ja nav vielas P klātbūtnes, tad audzējs laika vie-

n̄ıbā palieinās 2 reizes;
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• viela P izn̄ıcina audzēja šūnas, tāpēc −vn pirmajā vienādojumā,
tas tiek iegūts mainot P nosac̄ıtās vien̄ıbas;

• audzējs izdala vielu P , pieņemsim, ka vidēji viena audzēja svara
vien̄ıba izdala 3/4 vien̄ıbas P .

Apz̄ımēsim
[

un

vn

]
ar xn, iegūsim matricu vienād̄ıbu

xn+1 = Mxn, kur M =
[

2 −1
3/4 0

]

Ja ir zināma sākotnējā x vērt̄ıba x0, tad pēc n laika vien̄ıbām
sistēmas stāvoklis būs

xn = Mnx0.

Pagaidām tiek izmantota kanoniskā bāze
{ [

1
0

]
,

[
0
1

] }
. Atra-

d̄ısim labāku bāzi - diagonalizēsim M.

M ir ı̄pašvērt̄ıbas {3/2, 1/2} ar ı̄pašvektoriem {
[

2
1

]
,

[
2/3
1

]
}
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Attiec̄ıbā uz jauno bāzi matrica ir S−1MS = D =
[

3/2 0
0 1/2

]
,

kur S =
[

2 2/3
1 1

]
,S−1 =

[
3/4 −1/2
−3/4 3/2

]
=⇒ M = SDS−1 =⇒

xn = Mnx0 = (SDS−1)mx0 = (SDS−1)(SDS−1)...(SDS−1)x0 =

SDnS−1x0 = S
[

( 3
2 )n 0
0 ( 1

2 )n

]
S−1 =

[
3
2

n+1 − 1
2

n+1 − 3
2

n + 1
2

n

3
4 ( 3

2 )n − 3
4 ( 1

2 )n − 1
2 ( 3

2 )n + 3
2 ( 1

2 )n

]
x0 =

[
3
2

n+1 − 1
2

n+1 − 3
2

n + 1
2

n

3
4 ( 3

2 )n − 3
4 ( 1

2 )n − 1
2 ( 3

2 )n + 3
2 ( 1

2 )n

] [
u0

v0

]
≈

[
3
2

n+1 − 3
2

n

3
4 ( 3

2 )n − 1
2 ( 3

2 )n

] [
u0

v0

]
=

[
3
2

n+1
u0 − 3

2

n
v0

3
4 ( 3

2 )nu0 − 1
2 ( 3

2 )nv0

]
=

( 3
2 )n

[
3
2u0 − v0

3
4u0 − 1

2v0

]
.
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Tālāk ir jāveic anal̄ıze. Redzams, ka audzējs aug, ja sākuma
nosac̄ıjumi ir bioloǧiski relevanti.

Pieņemsim, ka var panākt, lai vielas P izdal̄ı̌sanās notiek intens̄ı-
vāk. To var panākt ar terapeitiskām metodēm, piemēram, palielinot
audzēja šūnu membrānu caurlaid̄ıbu. Pieņemsim, ka šajā gad̄ıjumā

iegūsim sistēmu ar matricu M =
[

2 −1
2 0

]
.

Matricai M nav reālu ı̄pašvērt̄ıbu, tai ir kompleksas ı̄pašvērt̄ıbas
{1− i, 1 + i} ar ı̄pašvektoriem

{
[

1/2 + i/2
1

]
,

[
1/2− i/2

1

]
}.

Var pierād̄ıt, ka šajā gad̄ıjumā audzēja lielums pozit̄ıvajā apgabalā
svārstās, nevis aug.

Saturs Sākums Beigas J I Atpakaļ Aizvērt Pilns ekrāns
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2.2. Reitingu zinātne

Dažādās sitācijās rodas nepieciešamı̄ba sakārtot pētāmās sistēmas
vien̄ıbas atkar̄ıbā no to ı̄paš̄ıbām, piemēram:

• komandas sporta sacens̄ıbās,

• cilvēkus pēc to ı̄paš̄ıbām,

• interneta lapas pēc to popularitātes.

2.1. piemērs. 6 komandas spēlē visas spēles savā starpā, neizšķirtu
spēļu nav. Attēlosim turn̄ıra rezultātus ar grafu, šķautne a → b
noz̄ımē, ka a zaudēja b:
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Grafam piekārtosim matricu M:

M =




0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
1 0 0 1 1 0
1 1 0 0 1 1
1 1 0 0 0 1
1 1 1 0 0 0




Kā sal̄ıdzināt savā starpā komandas {1, 2} un {3, 5, 6}? Tām ir
vienāds vinnēto un zaudēto spēlu skaits.

Mēǧināsim definēt komandu reitingu sarakstu r1, ..., r6 tā, lai būtu
apmierināti šādi nosac̄ıjumi:

• komanda i ir ”stiprāka” nekā komanda j ⇐⇒ ri > rj ;

• katra uzvara dod ieguld̄ıjumu reitingā, kas ir proporcionāls uz-
varētās komandas reitingam (jo stiprāka komanda ir uzvarēta,
jo lielāku ietekmi š̄ı uzvara ir atstājusi uz vinnējušās komandas
reitingu).
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Attiec̄ıbā uz ri iegūsim LVS:




r1 = c
6∑

j=1

a1jrj

...

r6 = c
6∑

j=1

a6jrj

To var pārveidot ekvivalentā matricu vienādojumā

r = cMr ⇐⇒ Mr =
(1

c

)
r, kur r =




r1

...
r6


 .

Redzam, ka ir jāatrod M ı̄pašvērt̄ıbas un ı̄pašvektori.

Šajā gad̄ıjumā
• RM(λ) = λ6 − 5λ3 − 6λ2 − 4λ− 1,

• ir tikai viena pozit̄ıva ı̄pašvērt̄ıba
1
c
≈ 2.07,
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• atbilstošais ı̄pašvektors - reitingu saraksts, normējot summu uz
100, ir (5, 11, 23, 25, 17, 16).

2.2. piemērs. Apskat̄ısim visu interneta HTML lapu kopu S. Defi-
nēsim šķautni a → b, ja a atsaucas uz b (satur hiperlinku uz b). Kā
sakārtot visas lapas atkar̄ıbā no to ietekmı̄bas? L̄ıdz̄ıgi kā iepriekšējā
piemērā iegūsim matricas ı̄pašvektoru atrašanas uzdevumu. Pamato-
jumā ir jāizmanto Perrona teorēmas tipa rezultāti.

Google meklēšanas programma izmanto šādus reitingus, lai šķirotu
atrasto lapu sarakstu, pirmajā lappusē parādās lapas ar visaugstāko
reitingu (PageRank algoritms).

Matricas ir milz̄ıgas - 109 × 109, ı̄pašvektori tiek meklēti ar tu-
vinātām, iterat̄ıvām metodēm.
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3. 6.mājasdarbs

3.1. Obligātie uzdevumi

6.1 (Geršgorina teorēma)

Vai matricas




1 −1 1
−2 9 1
4 −5 −7


 ∈ Mat(3,R) ı̄pašvērt̄ıba λ var

apmierināt nosac̄ıjumu 4 ≤ λ ≤ 5?

6.2 (Perrona teorēma) Atrast tuvināti matricu Perrona ı̄pašvērt̄ı-
bas un ı̄pašvektorus (normētus tā, lai koordinātu summa ir 100).

(a)
[

2 3
4 5

]
;

(b)




2 1 2
1 2 1
2 1 2


.
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6.3 (Diagonalizācijas lietošana) Atrisināt diskrēto dinamisko sistēmu
{

un+1 = un + vn

vn+1 = un

ar sākuma nosac̄ıjumu
{

u0 = 1
v0 = 1.
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