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Lekcijas merkis:
e apgit 1pasvertibu un 1pasvektoru 1pasibas.

Lekcijas kopsavilkums:

e matricas raksturigais polinoms un, sekojosi, ipaSvertibas nav
atkarigi no bazes,

e 1pasvektori ar dazadam 1pasvertibam ir lineari neatkarigi,
e ja matricas apmierina noteiktus nosacijumus, tad var atrast

bazes, attieciba uz kuram tas satur daudz nullu - tas ir dia-
gonalaja forma.
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Svarigakie jedzieni: Iidzigas matricas, diagonalizéjama matrica.

Svarigakie fakti un metodes: raksturiga polinoma invariance,
raksturiga polinoma koeficientu ipasibas, ipasvertibu 1pasibas, diago-
nalizejamibas kriteriji.
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1. Ipasvertibu un Ipasvektoru Ipasibas

1.1. Ipasvektoru un raksturiga polinoma ipasibas

1.1. teorema. L - LT, f € End(L). [ matricu raksturigie polinomi
nav atkarigi no bazes (raksturigais polinoms ir LO invariants).

PIERADIJUMS
Parejot uz citu bazi ar parejas matricu S f matrica mainas saskana

ar formulu
F =S 'FS —

Rp'(\) = det(F' — AE) = det(S™'FS — \E) =
det (ST'FS ~ ST'S(AE) ) = det (ST'FS ~ ST (AE)S) =
= det (ST!(FS — AES)) = det (ST} (F ~ AE)S) =

det(S™1) det(F — AE)det(S) = det(S™!)det(S)det(F — AE) =
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det(S7'S) det(F — AE) = det(E) det(F — AE) =
=1

det(F — AE) = Rp()\).

1.2. teoréma. M = [a;;],,. Tad
1. Rpv(A) = (=N +(=N)""ar1+as+..+ann)+ e,
zemakas A\ pakapes

2. Rym(A) brivais loceklis ir vienads ar det M.

PIERADIJUMS
a11 — A A1n
1. Izvirzisim det péc pirmas rindas in-
anl Qpn — A
teresgjoties tikai par koeﬁ01ent1em pie A" un A"~ 1:
ayl — A QA1n
det . =
an1 - A

(a11 — )\) det(Mll) + alg( )3 det(Mlg) + ...
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Saja izvirzijuma tikai pirmais loceklis var saturét tadus monomus,
jo det(Mi;),j > 1, ir polinoms, kura A pakape neparsniedz n — 2
(izsvirotas pirma rinda un j-ta kolonna satur (ai; — A) un (a;; — A).

Turpinam $o procesu ar mazakam matricam. leverosim, ka

ago — A aAon,

Mll =

ano v | G, — A

Izvirzot det M1 pec pirmas rindas, ieverosim, ka jaatstaj tikai pirmais
loceklis, kas dos reizinataju (ass — A).

Beidzot $o procesu iegfist, ka koeficienti pie monomiem A" un A" !
ir tadi pasi ka polinomam (a11 — A)...(ann — A).

2.V f(X) = anX"+...4+a1 X +ag € k[X] brivais loceklis ir vienads
ar f(0) = Rm(A) brivais loceklis ir vienads ar Ry(0) = det M. W
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Daziem raksturiga polinoma koeficientiem ir doti vardi. Dota mat-
n

rica M = [a;j]nn. 2 a; sauc par M treisu (trace, Spur) - tr(M).
i=1

1.1. piezime. No teorémas seko, ka visi raksturiga polinoma koefi-
cienti (piemeram, treiss un determinants) ir invarianti (nav atkarigi

no bazes): tr(M) = tr(S™'MS).

1.3. teorema. M € Mat(n, k).

A, Am} C Spee(M), \; - dazadi, Vi : 1; € L*. Tad
1y b}

PIERADIJUMS Pieradijums no pretéja. Piepemsim, ka ¢ ir mini-

t—1
mala indeksa vertiba ar pasibu {1, ....1;} = L, = > «a;l;.
i=1

t—1 t—1
— M- lt = Z Ozz(M : lz) - )\tlt = Z Oéi/\ili.
=1 =1
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A =0 = {li,..,1;_1} - pretruna ar piepémumu par minimali-
tati.
t—1
L= ail
A0 — =1

— atnemot vienu vienadibu

no otras iegusim
n—1 )\z
0= > «a;(1——)1; = 3 netriviala lineara kombinacija, kas
i=1 At
#0
saista {l1,...,1;_1} = {L,...,L,_1} - pretruna ar piegémumu par
minimalitati. W
1.4. teorema. M € Mat(n, k).
1. M ir neinvertejama <= 0 € Spec(M).
2. XA € Spec(M) = ¢\ € Spec(cM).
3. A€ Spec(M), n e N = A" € Spec(M).
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4. X € Spec(M), M ir invertejama —> 3 € Spec(M™1).
5.\ € Spec(M) = X € Spec(M7T).
PIERADIJUMS
1. M= [ ky | ... | kn | ir neinvertejama <= r(M) <n <=
Z ki =0=M.c=0-c- tatad 0 ir M 1pasvertiba, ar 1pasvektoru

C1
C2

Cn

2. Mx = x = cMx = cAx = (c)).

3. Mx = Ax — M"x = \M" 'x = \2M" ?x = ... = \"x.
4. Mx =)Xx = M 'Mx= M 'x — x=\Mx —
1
M 'x = (X)X
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5. Matricam M un M7 ir vienadi raksturigie polinomi -
Rpgr (A) = det(MT — AE) = det ((M - )\E)T) = Rm()). W

1.2. Diagonalizacija

Matricu algebra 1pasu lomu spele diagonalas matricas, jo tas ir
viegli reizinat.

Tapec ir svarigi prast atrast bazes, attieciba uz kuram matrica ir

diagonala forma.

Matricu M € Mat(n, k) sauc par diagonalizejamu, ja 3 invertéjama
matrica S € Mat(n, k) tada, ka S"*MS ir diagonala matrica. Sada
gadijuma saka, ka S diagonalize M.

Pareju M --» ST'MS var uzskatit par bazes mainas efektu uz M.
Tadejadi matrica ir diagonalizejama, ja 3 baze, attieciba uz kuru ta
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ir diagonala:

{ B = {el, ...,en} N { BI = {ell, ...762}

matrica M matrica ST'MS

Matricas M un S™'MS sauc par lidzigam matricam.

1.1. piems 1]-1 a|-—a 1[1] [a]loO
..plemeI‘S. 0‘1 ° O‘O : 0‘1 — O‘O .

1.5. teorema.

1. M € Mat(n, k) ir diagonalizeéjama <= I n lineari neatkarigi
M 1pasvektori.

2. S diagonalize M: S™'MS = D - diagonala = S kolonnas ir
M 1pasvektoru koordinatu kolonnas.

PIERADIJUMS

1. =

M € Mat(n, k) ir diagonalizéjama = 3 baze B = {e},...,€},},
attiectba uz kuru matrica M’ = S™'MS ir diagonala:
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A1 10..0] 0
M= .| .. 0
0 1]0..0 A,

M’ kolonnas ir jaunas bazes B’ elementu atteli reizinot tos ar M’
= M'e, = \;e, un M’ kolonnas ir lineari neatkarigas =— B’
elementi ir n lineari neatkarigi M’ Tpasvektori.

Bet M' =S™'MS — SM'x = MSx —>
MSe, = \;Se] - elementi Se} ir matricas M Ipasvektori.
Japierada, ka Se ir lineari neatkarigi.

Pienemsim pretejo, 3 netriviala lineara kombinacija, vienada ar
nulles elementu:

zn: p1i(Se;) = 0.
i=1

n n

— S7'Y ui(Se)) =87'0=0 — 3 e, =0 - elementi €} ir
i=1 i=1

lineari atkarigi - pretruna.
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=
3 n lineari neatkarigi M Tpasvektori {e],...,e.,} ar Tpagvertibam
\i = {e,...,el} ir baze un attieciba uz to jauna matrica M’ ir
diagonala.

2.S"'MS=D — MS =SD.

S = [ky]-..|kn] _

D=3 \Ej SD = [Aiki|...[Ankn]
1=1

1.6. teorema. n X n matrica ir diagonalizéjama, ja
1. tai 9 n dazadas 1paSvertibas,

2. ta ir trijsturveida forma ar dazadiem elementiem uz galvenas
diagonales.

PIERADIJUMS
1. Matricai 3 n dazadas ipasvertibas = tai ir n lineari neatkarigi
1pasvektori. Saskana ar ieprieksejo teoremu ta ir diagonalizejama.
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2. Matrica M ir trijstirveida forma ar dazadiem elementiem
Q11, -+, App Uz diagonales = V ¢ matricai M —a;; E uz diagonales
ir vismaz viena nulle — det(M — a;E) =0 —

ai; € Spec(M) = matricai M 3 n dazadas ipasvertibas. W
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2. 5.majasdarbs

2.1. Obligatie uzdevumi
5.1 Vai funkcija ¢ : Mat(n, k) — k[\]:
(M) = Rn(A),
ir linears attelojums?

5.2 Noteikt vai dotas matricas ir diagonaliz€jamas.

o 3]
o (32

2134
o B

5.3 (Diagonalizacija) Diagonalizét matricas:
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7| -=5 .
(a) [ 0T =8 }, virs R;

7T |44
(b) 5 | —=1|5 |, virs R (Noradijums: viena no raksturiga
314 |0

polinoma saknem ir —1).
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