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Lekcijas merkis:
e apgit linearo izomorfismu un linearo attelojumu strukttras pa-
matfaktus.

Lekcijas kopsavilkums:
e dimensija ir vienigais LT invariants,

e var definet LT elementus - ipasvektorus, kurus LA parveido
vienkarsa veida.

Svarigakie jeédzieni: linears izomorfisms (LI), izomorfas LT, LO
invarianta apakstelpa, LO Tpasvektors, LO 1pasvertiba, LO un matri-
cas raksturigais polinoms.

Svarigakie fakti un metodes: LI 1pasibas, LT izomorfisms
ar k™, LT klasifikacija ar precizitati Iidz izomorfismam, invariantu
apakstelpu Tpasibas, teorema par Ipasvertibu ekvivalentajam definici-
jam, 1pasvertibu un 1pasvektoru atrasanas algoritmi.
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1. Lineari izomorfismi

Vienkarsakos matematikas objektus - kopas, raksturo elementu
skaits. Bijektivas (savstarpgji viennozimigas) funkcijas saglaba ele-
mentu skaitu, ko var uzskatit par svarigu kopas raksturojoso lielumu
- invariantu.

Saja lekcija noteiksim, kadi invarianti piemit linearam telpam. Ci-
tiem vardiem sakot, noteiksim, kadus lielumus saglaba bijektivi lineari
attelojumi.

1.1. Pamatfakti

Bijektivu LA sauc par linearu izomorfismu (LI).

Ja3 LI f:L—V,tad saka, ka L un V ir izomorfas LT (L =~ V).

1.1. piemers. id, vektoru simetrija un rotacija.
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1.1. teorema.
fe€Hom(L,V)-LI .
1. { g€ Hom(V.Z) - L1 = gofe Hom(L,Z) ir LL
2. fe Hom(L,V)-Ll < f~'e Hom(V,L)- LI
3. Lun V - galigi generetas LT. f - LI <= f matricas attieciba
uz V bazem ir abpuseji invertéjamas.

4. L un V - galigi generetas LT. f - LI ar matricu F = f~!
matrica ir F~!

PIERADIJUMS
1. Agrak tika pieradits, ka g o f ir LA. Bijektivu funkciju kom-
pozicija ir bijektiva funkcija = go f ir LI

2. f: L — V ir bijektiva funkcija = f~!:V — L ir bijektiva
funkcija. Japierada, ka f~! ir LA.

/ re T f()*Vf(
Vv,v EVHI,IGL.{f(l,) v/,
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V) = W)+ ) =
A+ = (e ) =

3. firLl «— f~lirLL

Pienemsim, ka dim L = n un dim V' = m. Fiksesim bazes telpa L
un V, attieciba uz tam f un f~! matricas apzimesim ar F un G. Tad
GF = E, un FG = E,,. Tas pec definicijas nozime, ka matrica F ir
abpusgji invertéjama.

f nav LI = f nav injektivs vai f nav sirjektivs.

f nav injektivs <= Ker(f) # {0} <= Null(F) # {0} <
rk(F) < n - F kolonnu rangs nav pilns <= F necksisté kreisa
inversa matrica.

f nav sirjekttvs = V F: dim Im(f) = dim(ky, ...,k,) < n. Bet
dim(ky, ...,k,) =7(F) <n = F neeksiste kreisa inversa matrica.
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4. f~! matricair G = GF=E, — F'1=G. 1

1.2. Linearu telpu klasifikacija

Kad divus matematiskus objektus var uzskatit par lidzigiem pec
struktiiras ignoréjot nebiitiskas detalas (apzimejumus, attélosanas vei-
du u.c)?

e skaitli - vienadiba,
e kopas - elementu skaits,

e geometriskas figuras - kongruence, varbut Iidziba.

Kad divas LT uzskatit par lidzigam pec strukturas?

e laukiem jabut vienadiem (Q-lineara telpa un R-lineara telpa ir
dazadas),

e dimensijam jabut vienadam (plakne un telpa ir dazadas),

e vai ar to pietiek?
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1.2. teoréma. L - k-lineara LT, dim(L) = n. Tad

PIERADIJUMS Uzradisim LI L — k™.
Izvelesimies LT L bazi By, = {ey,...,e,}.
LT k™ izvelesimies kanonisko bazi Bgn = {s1, ..., sp },kur
s; = (0,..., 1 )|
i—taja vieta
Definésim f : L — k™ sadi:
1. definesim funkciju fy : By, — Bgn:
fo(ei) = si.
2. turpinasim fy Iidz LA f: L — k™

f) = f(iaiei) = iaif(ei) = i Q8.
i=1 i=1 i=1
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Japierada, ka f ir bijektiva funkcija.
Sirjektivitate

Vw—zﬂlszeknlzplldasw—Zﬂl (z):f(iﬁiei> S
=1 i=1 i=1
w € Im(f).

Injektivitate
f)=f1) = f1-1)=0
1-1'= Z%eZ :>f<2%el) Z%ssz:>
Vz*yZ—O — l—l'—O — 1—1' I
1.1. piezime. Seko, ka k" var uzskatit par LT strukturas etalonu.
1.3. teorema. L, V - k-linearas L'T. Tad

L~V <— dimL =dimV.
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PIERADIJUMS Apzimesim dim L = n, dimV = m. Saskana ar
L~k"

teoremu par LT izomorfismu ar vektoru telpu { Vo~ pm

n=m

f:L—Fk™— LI
g:V—-Fk"— LI

= g lof:L—-V-LL
n#m,n>m
f:L—-V-1I = dimL = dim Im(f)+ dim Ker(f)

=dim V' =0

—> n =m - pretruna. Wl
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2. Lineara operatora struktiira

2.1. Invariantas apakskopas
f:A— A - funkcija. S C A sauc par f-invariantu apakskopu,
ja
VseS: f(s)es.
Simboliski to apzime ka f(S) C S.

2.1. piemers. f - A permutacija, invariantas apakskopas - cikli.
f:N— N: f(z) =z + 1, invariantas apakskopas ir
N, = N\{1,....,m —1}.

2.2. Invariantas apaksStelpas

f€énd(L). V < L sauc par invariantu apakstelpu (f-invariantu
apakstelpu, IA), ja

veV = f(v) €V, citiem vardiem - f(V) C V.
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Visu f-invariantu apakstelpu kopu apzimeésim ar Znv(f).
2.2. piemeérs. V f € End(L) 3 vismaz divas TA - L, {0}.

L =TR?, f - simetrija attieciba uz z-asi - ((1,0)) ir 1A,
f - rotacija par « # 0 - nav citu TA.

2.1. teorema. L - LT, f € End(L).

1. VeInu(f) = fsasawrinajumsuz Vir LAV — V.
2. Ker(f),Im(f) € Inv(f).

PIERADIJUMS
l.veV = f(v)eV = f(V)CV = f saSaurinajums
uz V ir korekti definéta funkcija. LA aksiomas izpildas.

2. 1€ Ker(f) —= f()=0 — f(f(1)) =0 —
f(Ker(f)) € Ker(f).

Le Im(f) — f(1) € Im(f) — f(Im(f)) € Im(f). W
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2.3. Ipasvektori un Ipasvertibas
2.3.1. Pamatfakti

L-LT, f € End(L).

1€ L,1+# 0, sauc par f ipasvektoru, ja (1) ir f-invarianta apaks-
telpa. Citiem vardiem, sakot:

e 3Xek: f(1) = Al (bezkoordinatu forma),

. { ;ZCF = Fc = Ac, attieciba uz V L bazi (koordinatu
forma).
Sajos terminos A sauc par f Ipasvértibu, kas atbilst 1.
V 1pasvektoram 1 Ipasvertiba ir noteikta viennozimigi.
Visu Tpaévektoru kopu ar Tpadvertibu A apzime ar L.
L* ir L lineara apakstelpa:
e fN) =X = f(cl)=cf(l) =cAl=Acl) =
le LY = del
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o Ll eL* — fA+1)=Al+\'=\1+1).

Visu f ipasvertibu kopu sauc par f spektru (Spec(f)).

2.3. piemeérs. L = R?, f - simetrija attieciba uz x-asi. e; = (1,0),
€y = (0, 1)
f(el) =e; — e € Ll, f(eg) = —€y —> €9 C Lil.

2.2. teorema. L - LT, f € &End(L). Zemak dotie apgalvojumi ir
logiski ekvivalenti.

1. X € Spec(f).
2. Ker(f—X-id) # {0}.

3. det(F — AE) = 0, kur F ir f matrica attieciba uz patvaligu L
bazi.

PIERADIJUMS
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1. < 2.

A€ Spec(f) <= FleL: f=AN=X-id(l) —
{O}(ff)\oid)(l)zo < le Ker(f—X-id) <= Ker(f —Aid) #
2.~ 3.

Ker(f —X-id) # {0} <= Null(F — \E) # {0} <—

F — AE ir neinvertejama matrica <= det(F — \E) =0. &

Polinomu Rg(A) = det(F — AE) sauc par matricas F raksturigo
polinomu.

2.3.2. Algoritmi

Gausa metodes algoritms
1. atrast f matricu F attieciba uz patvaligu bazi,
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2. noteikt ar kadam parametra A\ vertibam LVS
(F—AE)x=0

ir netriviali atrisinajumi x, var izmantot F — AE pakapienveida
formu, visu sadu A vertibu kopa ir Spec(f).

3. atrast V A\g € Spec(f) atbilstosos Ipasvektorus - atrisinat LVS
(F — ME)x = 0 vai Fx = Agx attieciba uz x.

Raksturiga polinoma algoritms
1. atrast f matricu F attieciba uz patvaligu bazi,
2. atrisinat raksturigo vienadojumu
Rp(A) =det(F — AE) =0,
visu saknu A vertibu kopa ir Spec(f).

3. atrast V A\g € Spec(f) atbilstosos Ipasvektorus - atrisinat LVS
(F — ME)x = 0 vai Fx = \px attieciba uz x.
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2.4. piemers. F = [ _42 i57 }

Gausa metodes algoritms
(F-AE)x =0 < {4’\ 15 Hxl}_[o] —

-2 | =T—-X ]| = 0
(4 — )\).Tl + 1529 =0
da forma ir
1| $(=7-X) (0] _[1] * |0
0154+54—-XN(=7T=XN 0] [ 0]3A7+3x+2) [0
Seko, ka 3 netriviali LVS atrisindjumi <= M +3)A4+2=0 <=
Ae{-2,-1}.

. PaplaSinatas matricas pakapienvei-

Raksturiga polinoma algoritms

IREENERE
det(F—)\E)—det[ R [

A 4+30+2=0 = Xe{-2,—-1}.

] — (4N (T A) +30=
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Ipagvektori
o 5 15 T
A= 1 — [_2 —asz
_ 6 | 15 x1
)\——2:>[2 5}[@
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3. 4.majasdarbs

3.1. Obligatie uzdevumi

4.1 Atrast matricu raksturigos polinomus.

ey

32| -1
M) |0 1[5
—1]0] 2

4.2 Atrast matricu TpaSvertibas un Ipasvektorus.

(a) [%‘_—ﬂ virs Q:

-1 3 1
(b) 3 | =3| -1 |, virs Q;
—-12 | 17 6
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312(2| -2
0j1|0] O .

(c) FTETe =5 | Virs R.
T|7|7] -6

4.3 Atrast matricu TpaSvertibas un Ipasvektorus.

012 . .
(a) 10} , virs Q, virs R.
9]
1

0} , virs R, virs C.

4.4 Atrast Ipasvertibas un Ipasvektorus LO polinomu telpas.
(a) L=R[X]5. [(0) =p:
(b) L=R[X]y, f(p) = (X -p)".

3.2. Paaugstinatas grutibas un petnieciska rakstu-
ra uzdevumi
4.5 Invertgjamai n X n matricai A ir n Ipasvertibas Ay, ..., A, (iespe-
jams, dazas ir vienadas). Atrast LO f(M) = AMA ™! ipasver-
tibas.
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