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2.2. Invariantās apakštelpas . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.3. Īpašvektori un ı̄pašvērt̄ıbas . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.3.1. Pamatfakti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.3.2. Algoritmi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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Lekcijas mērķis:
• apgūt lineāro izomorfismu un lineāro attēlojumu struktūras pa-

matfaktus.

Lekcijas kopsavilkums:
• dimensija ir vien̄ıgais LT invariants,

• var definēt LT elementus - ı̄pašvektorus, kurus LA pārveido
vienkāršā veidā.

Svar̄ıgākie jēdzieni: lineārs izomorfisms (LI), izomorfas LT, LO
invarianta apakštelpa, LO ı̄pašvektors, LO ı̄pašvērt̄ıba, LO un matri-
cas rakstur̄ıgais polinoms.

Svar̄ıgākie fakti un metodes: LI ı̄paš̄ıbas, LT izomorfisms
ar kn, LT klasifikācija ar precizitāti l̄ıdz izomorfismam, invariantu
apakštelpu ı̄paš̄ıbas, teorēma par ı̄pašvērt̄ıbu ekvivalentajām defin̄ıci-
jām, ı̄pašvērt̄ıbu un ı̄pašvektoru atrašanas algoritmi.
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1. Lineāri izomorfismi

Vienkāršākos matemātikas objektus - kopas, raksturo elementu
skaits. Bijekt̄ıvās (savstarpēji viennoz̄ımı̄gās) funkcijas saglabā ele-
mentu skaitu, ko var uzskat̄ıt par svar̄ıgu kopas raksturojošo lielumu
- invariantu.

Šajā lekcijā noteiksim, kādi invarianti piemı̄t lineārām telpām. Ci-
tiem vārdiem sakot, noteiksim, kādus lielumus saglabā bijekt̄ıvi lineāri
attēlojumi.

1.1. Pamatfakti

Bijekt̄ıvu LA sauc par lineāru izomorfismu (LI).

Ja ∃ LI f : L → V , tad saka, ka L un V ir izomorfas LT (L ' V ).

1.1. piemērs. id, vektoru simetrija un rotācija.
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1.1. teorēma.

1.
{

f ∈ Hom(L, V ) - LI
g ∈ Hom(V, Z) - LI =⇒ g ◦ f ∈ Hom(L,Z) ir LI.

2. f ∈ Hom(L, V ) - LI ⇐⇒ f−1 ∈ Hom(V, L)- LI.

3. L un V - gal̄ıgi ǧenerētas LT. f - LI ⇐⇒ f matricas attiec̄ıbā
uz ∀ bāzēm ir abpusēji invertējamas.

4. L un V - gal̄ıgi ǧenerētas LT. f - LI ar matricu F =⇒ f−1

matrica ir F−1.

PIERĀDĪJUMS
1. Agrāk tika pierād̄ıts, ka g ◦ f ir LA. Bijekt̄ıvu funkciju kom-

poz̄ıcija ir bijekt̄ıva funkcija =⇒ g ◦ f ir LI.

2. f : L → V ir bijekt̄ıva funkcija =⇒ f−1 : V → L ir bijekt̄ıva
funkcija. Jāpierāda, ka f−1 ir LA.

∀ v,v′ ∈ V ∃ l, l′ ∈ L :
{

f(l) = v, f−1(v) = l
f(l′) = v′, f−1(v′) = l′.
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f−1(v + v′) = f−1(v) + f−1(v) = f−1(f(l) + f(l′))) =
f−1(f(l + l′)) = (f−1 ◦ f)(l + l′) = id(l + l′) = l + l′ =
f−1(v) + f−1(v).

f−1(λv) = f−1(λf(l)) = f−1(f(λl)) = λl = λf−1(v).

3. f ir LI ⇐⇒ f−1 ir LI.
Pieņemsim, ka dim L = n un dim V = m. Fiksēsim bāzes telpā L

un V , attiec̄ıbā uz tām f un f−1 matricas apz̄ımēsim ar F un G. Tad
GF = En un FG = Em. Tas pēc defin̄ıcijas noz̄ımē, ka matrica F ir
abpusēji invertējama.

f nav LI =⇒ f nav injekt̄ıvs vai f nav sirjekt̄ıvs.

f nav injekt̄ıvs ⇐⇒ Ker(f) 6= {0} ⇐⇒ Null(F) 6= {0} ⇐⇒
rK(F) < n - F kolonnu rangs nav pilns ⇐⇒ F neeksistē kreisā
inversā matrica.

f nav sirjekt̄ıvs =⇒ ∀ F: dim Im(f) = dim〈k1, ...,kn〉 < n. Bet
dim〈k1, ...,kn〉 = r(F) < n =⇒ F neeksistē kreisā inversā matrica.
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4. f−1 matrica ir G =⇒ GF = En =⇒ F−1 = G. ¥

1.2. Lineāru telpu klasifikācija

Kad divus matemātiskus objektus var uzskat̄ıt par l̄ıdz̄ıgiem pēc
struktūras ignorējot nebūtiskas detaļas (apz̄ımējumus, attēlošanas vei-
du u.c)?

• skaitļi - vienād̄ıba,

• kopas - elementu skaits,

• ǧeometriskas figūras - kongruence, varbūt l̄ıdz̄ıba.

Kad divas LT uzskat̄ıt par l̄ıdz̄ıgām pēc struktūras?

• laukiem jābūt vienādiem (Q-lineāra telpa un R-lineāra telpa ir
dažādas),

• dimensijām jābūt vienādām (plakne un telpa ir dažādas),

• vai ar to pietiek?
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1.2. teorēma. L - k-lineāra LT, dim(L) = n. Tad

L ' kn.

PIERĀDĪJUMS Uzrād̄ısim LI L → kn.

Izvēlēsimies LT L bāzi BL = {e1, ..., en}.
LT kn izvēlēsimies kanonisko bāzi Bkn = {s1, ..., sn},kur

si = (0, ..., 1︸︷︷︸
i−tajā vietā

, ..., 0)

Definēsim f : L → kn šādi:
1. definēsim funkciju f0 : BL → Bkn :

f0(ei) = si.

2. turpināsim f0 l̄ıdz LA f : L → kn:

f(l) = f
( n∑

i=1

αiei

)
=

n∑

i=1

αif(ei) =
n∑

i=1

αisi.
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Jāpierāda, ka f ir bijekt̄ıva funkcija.

Sirjektivitāte

∀ w =
n∑

i=1

βisi ∈ kn izpildās w =
n∑

i=1

βif(ei) = f
( n∑

i=1

βiei

)
=⇒

w ∈ Im(f).

Injektivitāte

f(l) = f(l′) =⇒ f(l− l′) = 0.

l− l′ =
n∑

i=1

γiei =⇒ f
( n∑

i=1

γiei

)
=

n∑
i=1

γisi = 0 =⇒
∀ i γi = 0 =⇒ l− l′ = 0 =⇒ l = l′. ¥

1.1. piez̄ıme. Seko, ka kn var uzskat̄ıt par LT struktūras etalonu.

1.3. teorēma. L, V - k-lineāras LT. Tad

L ' V ⇐⇒ dim L = dim V.
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PIERĀDĪJUMS Apz̄ımēsim dim L = n, dim V = m. Saskaņā ar

teorēmu par LT izomorfismu ar vektoru telpu
{

L ' kn

V ' km .

n = m{
f : L → kn − LI
g : V → km − LI =⇒ g−1 ◦ f : L → V - LI.

n 6= m, n > m

f : L → V - LI =⇒ dim L = dim Im(f)︸ ︷︷ ︸
=dim V

+dim Ker(f)︸ ︷︷ ︸
=0

=⇒ n = m - pretruna. ¥
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2. Lineāra operatora struktūra

2.1. Invariantās apakškopas

f : A −→ A - funkcija. S ⊆ A sauc par f -invariantu apakškopu,
ja

∀ s ∈ S : f(s) ∈ S.

Simboliski to apz̄ımē kā f(S) ⊆ S.

2.1. piemērs. f - A permutācija, invariantās apakškopas - cikli.
f : N −→ N : f(x) = x + 1, invariantas apakškopas ir
Nm = N\{1, ...,m− 1}.

2.2. Invariantās apakštelpas

f ∈ End(L). V ≤ L sauc par invariantu apakštelpu (f -invariantu
apakštelpu, IA), ja

v ∈ V =⇒ f(v) ∈ V , citiem vārdiem - f(V ) ⊆ V.
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Visu f -invariantu apakštelpu kopu apz̄ımēsim ar Inv(f).

2.2. piemērs. ∀ f ∈ End(L) ∃ vismaz divas IA - L, {0}.
L = R2, f - simetrija attiec̄ıbā uz x-asi - 〈(1, 0)〉 ir IA,
f - rotācija par α 6= 0 - nav citu IA.

2.1. teorēma. L - LT, f ∈ End(L).
1. V ∈ Inv(f) =⇒ f sašaurinājums uz V ir LA V → V .

2. Ker(f), Im(f) ∈ Inv(f).

PIERĀDĪJUMS
1. v ∈ V =⇒ f(v) ∈ V =⇒ f(V ) ⊆ V =⇒ f sašaurinājums

uz V ir korekti definēta funkcija. LA aksiomas izpildās.

2. l ∈ Ker(f) ⇐⇒ f(l) = 0 =⇒ f(f(l)) = 0 =⇒
f(Ker(f)) ⊆ Ker(f).

l ∈ Im(f) =⇒ f(l) ∈ Im(f) =⇒ f(Im(f)) ⊆ Im(f). ¥
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13

2.3. Īpašvektori un ı̄pašvērt̄ıbas

2.3.1. Pamatfakti

L - LT, f ∈ End(L).
l ∈ L, l 6= 0, sauc par f ı̄pašvektoru, ja 〈l〉 ir f -invarianta apakš-

telpa. Citiem vārdiem, sakot:
• ∃ λ ∈ k : f(l) = λl (bezkoordinātu formā),

•
{

l ∼ c
f ∼ F =⇒ Fc = λc, attiec̄ıbā uz ∀ L bāzi (koordinātu

formā).

Šajos terminos λ sauc par f ı̄pašvērt̄ıbu, kas atbilst l.

∀ ı̄pašvektoram l ı̄pašvērt̄ıba ir noteikta viennoz̄ımı̄gi.

Visu ı̄pašvektoru kopu ar ı̄pašvērt̄ıbu λ apz̄ımē ar Lλ.

Lλ ir L lineāra apakštelpa:
• f(l) = λl =⇒ f(cl) = cf(l) = cλl = λ(cl) =⇒

l ∈ Lλ =⇒ cl ∈ Lλ.
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• l, l′ ∈ Lλ =⇒ f(l + l′) = λl + λl′ = λ(l + l′).

Visu f ı̄pašvērt̄ıbu kopu sauc par f spektru (Spec(f)).

2.3. piemērs. L = R2, f - simetrija attiec̄ıbā uz x-asi. e1 = (1, 0),
e2 = (0, 1).

f(e1) = e1 =⇒ e1 ∈ L1, f(e2) = −e2 =⇒ e2 ∈ L−1.

2.2. teorēma. L - LT, f ∈ End(L). Zemāk dotie apgalvojumi ir
loǧiski ekvivalenti.

1. λ ∈ Spec(f).

2. Ker(f − λ · id) 6= {0}.
3. det(F − λE) = 0, kur F ir f matrica attiec̄ıbā uz patvaļ̄ıgu L

bāzi.

PIERĀDĪJUMS
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1. ⇐⇒ 2.

λ ∈ Spec(f) ⇐⇒ ∃ l ∈ L : f(l) = λl = λ · id(l) ⇐⇒
(f − λ · id)(l) = 0 ⇐⇒ l ∈ Ker(f − λ · id) ⇐⇒ Ker(f − λ id) 6=

{0}.

2. ⇐⇒ 3.

Ker(f − λ · id) 6= {0} ⇐⇒ Null(F− λE) 6= {0} ⇐⇒
F− λE ir neinvertējama matrica ⇐⇒ det(F− λE) = 0. ¥

Polinomu RF(λ) = det(F − λE) sauc par matricas F rakstur̄ıgo
polinomu.

2.3.2. Algoritmi

Gausa metodes algoritms
1. atrast f matricu F attiec̄ıbā uz patvaļ̄ıgu bāzi,
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2. noteikt ar kādām parametra λ vērt̄ıbām LVS

(F− λE)x = 0

ir netriviāli atrisinājumi x, var izmantot F− λE pakāpienveida
formu, visu šādu λ vērt̄ıbu kopa ir Spec(f).

3. atrast ∀ λ0 ∈ Spec(f) atbilstošos ı̄pašvektorus - atrisināt LVS
(F− λ0E)x = 0 vai Fx = λ0x attiec̄ıbā uz x.

Rakstur̄ıgā polinoma algoritms
1. atrast f matricu F attiec̄ıbā uz patvaļ̄ıgu bāzi,

2. atrisināt rakstur̄ıgo vienādojumu

RF(λ) = det(F− λE) = 0,

visu sakņu λ vērt̄ıbu kopa ir Spec(f).

3. atrast ∀ λ0 ∈ Spec(f) atbilstošos ı̄pašvektorus - atrisināt LVS
(F− λ0E)x = 0 vai Fx = λ0x attiec̄ıbā uz x.
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2.4. piemērs. F =
[

4 15
−2 −7

]
.

Gausa metodes algoritms

(F− λE)x = 0 ⇐⇒
[

4− λ 15
−2 −7− λ

] [
x1

x2

]
=

[
0
0

]
⇐⇒

{
(4− λ)x1 + 15x2 = 0
−2x1 + (−7− λ)x2 = 0 . Paplašinātās matricas pakāpienvei-

da forma ir[
1 1

2 (−7− λ) 0
0 15 + 1

2 (4− λ)(−7− λ) 0

]
=

[
1 ∗ 0
0 1

2 (λ2 + 3λ + 2) 0

]

Seko, ka ∃ netriviāli LVS atrisinājumi ⇐⇒ λ2 + 3λ + 2 = 0 ⇐⇒
λ ∈ {−2,−1}.

Rakstur̄ıgā polinoma algoritms

det(F− λE) = det
[

4− λ 15
−2 −7− λ

]
= (4− λ)(−7− λ) + 30 =

λ2 + 3λ + 2 = 0 =⇒ λ ∈ {−2,−1}.
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Īpašvektori

λ = −1 =⇒
[

5 15
−2 −6

] [
x1

x2

]
=

[
0
0

]
=⇒ x =

[ −3c
c

]

λ = −2 =⇒
[

6 15
−2 −5

] [
x1

x2

]
=

[
0
0

]
=⇒ x =

[
(−5/2)c

c

]
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3. 4.mājasdarbs

3.1. Obligātie uzdevumi

4.1 Atrast matricu rakstur̄ıgos polinomus.

(a)
[

3 5
7 9

]
;

(b)




3 2 −1
0 1 5
−1 0 2


.

4.2 Atrast matricu ı̄pašvērt̄ıbas un ı̄pašvektorus.

(a)
[

5 −4
9 −7

]
, virs Q;

(b)




−1 3 1
3 −3 −1
−12 17 6


, virs Q;
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(c)




3 2 2 −2
0 1 0 0
5 5 6 −5
7 7 7 −6


, virs R.

4.3 Atrast matricu ı̄pašvērt̄ıbas un ı̄pašvektorus.

(a)
[

0 2
1 0

]
, virs Q, virs R.

(b)
[

0 −1
1 0

]
, virs R, virs C.

4.4 Atrast ı̄pašvērt̄ıbas un ı̄pašvektorus LO polinomu telpās.
(a) L = R[X]3, f(p) = p′;
(b) L = R[X]2, f(p) = (X · p)′.

3.2. Paaugstinātas grūt̄ıbas un pētnieciska rakstu-
ra uzdevumi

4.5 Invertējamai n×n matricai A ir n ı̄pašvērt̄ıbas λ1, ..., λn (iespē-
jams, dažas ir vienādas). Atrast LO f(M) = AMA−1 ı̄pašvēr-
t̄ıbas.
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