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Lekcijas merkis:
e apgit linearo attelojumu teorijas pamatfaktus.

Lekcijas kopsavilkums:
e var definet funkcijas starp linearajam telpam, kas saglaba ope-
racijas - linearus attélojumus un petit sadu funkciju Tpasibas,

e linearus attélojumus var uzdot matricu forma.

Svarigakie jedzieni: k-linears atte€lojums, izomorfisms, opera-
tors, funkcionalis, dabiskie linearie attelojumi - nulles, vienibas, apaks-
telpas ieklausanas, elementa fikseSanas, projekciju LA, vektoru, arit-
meétisko telpu un matricu LA piemeri, LA matrica attieciba uz dota-
jam bazem.
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Svarigakie fakti un metodes: LA pamatipasibas, LA noteik-
Sana ar ta darbibu uz bazes elementiem, LA darbibas aprekinasana
izmantojot matricu reizinasanu.
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1. Linearie attelojumi

1.1. Definicijas

L,V - k-linearas telpas. Funkciju f : L — V sauc par k-linearu
attélojumu (LA, linearu homomorfismu), ja

o f(1+1) = f(1)+ f(V) - f saglaba saskaitisanu;
e f(Al) =Af(1) - f saglaba reizinasanu.

Visu LA L — V kopu apzimé ar Hom(L, V).

Specialgadijumi:
e LA L — L sauc par linearu operatoru (LO) vai endomorfismu.
e LA L — k sauc par linearu funkcionali (LF).

e bijektivu LA sauc par linearu izomorfismu (LI).
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1.2. Pamatipasibas
1.1. teorema. L,V - LT, f: L — V - LA.

L f(é AL) = é Nf (L),

2. f(0r) =0y.
3. f(=) =—f).
PIERADIJUMS
1.
n n—1 n—1
FoAL) = F( M+ k) = £(Do k) +f(ala) =
=1 =1 =1
turpinam parveidot
n—2 n
F(AL) +FOnaln) + L) =Z FOL)
i=1 i=1

turpinam parveidot
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1.3. Klasiskie piemeri

1.3.1. Dabiskie linearie attelojumi

Nulles attelojums

L,V - LT, definesim O : L -V, V1e L O(l) = 0r.

Vienibas attelojums

V L definésim id : L — L, id(l) = 1.
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Apakstelpas ieklausana

V L,L <V, definesim ¢ : L — V, (1) = 1.

Elementa fikseSana

L - k-lineara telpa. Fiksesim 1 € L. Definesim yx; : K — L ar
nosacfjumu yi(a) = a- L.

1.3.2. Vektoru/geometriskie attelojumi

e Simetrija attieciba uz taisni vai centru,
e rotacija ap centru,
e homotetija,

e projekcija uz taisni.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



1.3.3. Aritmetisko vektoru attelojumi

e Elementu kartibas maina,

e jebkuras koordinates aizvietoSana ar ieprieksejo koordinasu li-
nearu kombinaciju.

1.3.4. Matricu attelojumi

e Transponesana,
e reizinaSana ar fiksetu matricu,

e apaksmatricas izgriesana.

1.3.5. Funkciju attelojumi

e Reizinasana ar fiksetu funkciju,

e atvasinasana.
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2. Linearo attelojumu matricu pieraksts

LA tika definéti bezkoordinatu forma. Tagad saksim uzdot un
petit LA koordinatu forma - fikséjot bazes un izmantojot elementu
koordinates.

n

Ja L - LT, B ={ey,...,e,} - sakartota baze, 1 € L: 1 = 3" ¢;e;,
i=1

1=

tad 1 var uzdot koordinatu kolonnas forma:

C1

1~

Cn

Parasti linearas algebras lietojumos - dabaszinatnes, inzenierzinat-
nes u.c. tiek izmantots koordinatu pieraksts. Ja redzat vektorus vai
matricas, ta ir pazime, ka tiek izmantota lineara algebra.
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2.1. Bazes nozime

2.1. teorema. [ € Hom(L,V), By, = {e1,...,e,} - L baze. Tad f
ir viennozimigi noteikts ar ta darbibu uz By elementiem.

PIERTLADTJUMS
1= Z a;e; —
j=1

n

f(l) = f(Zajej> = Zf(ajej) = Zajf(ej).l
j=1 7j=1 Jj=1
2.2. LA matrica

By ={ey,...,en},
BV = {tl, ...,tm}.
uzskatisim, ka ir dotas sakartotas bazes.

L, V - LT ar bazem Sakot no §is vietas

Pienemsim, ka ir dots f € Hom(L, V), ko var viennozimigi uzdot
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ar ta darbibu uz L bazes elementiem:

fler) = futs + farta + ... + frnitom,
f(e2) = fiat1 + footo + ...+ frnatm,

ceey

flen) = finti + fonto + o+ fruntm

fll f12 fln
f21 f22 f2n

Matricu F =

sauc par f matricu attieci-

f ml f m2 .f mn

ba uz sakartotajam bazem By, un BV

2.1. piezime. Redzam, ka F j-ta kolonna ir f(e;) koordinatu kolonna

flj

attieciba uz sakartoto bazi By .

fnmj

2.2. piezime. Svarigi atceréties, ka matrica ir atkariga no bazem.
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2.3. piezime. Ir jaizskir 3 gadijumi:

e attelojums ir starp dazadam LT, bazes vienmer ir dazadas,

e attelojums ir viena LT, atieciba uz divam dazadam sakartotam

bazem,

e attelojums ir viena LT, attieciba uz vienu bazi.
2.1. piemers. L = R2, f : L — L - simetrija attieciba uz z-asi.
Izmantosim kanonisko bazi {(1,0), (0,1)}.

f(e1) = e1, f(e2) = —es = f matrica attieciba uz kanonisko

0

.. 1
bazi ir 0T=1

2.3. Lineara attelojuma darbibas aprekinasana

Izmantojot matricu reizinasanas operaciju var aprekinat f(1), ja ir
zinamas 1 koordinates attieciba uz bazi By, = {ey, ..., e, }:

n
1= E ajej.
Jj=1
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1. 1 reprezentéjam ka kolonnas matricu: 1 ~

2. Atrodam
F = 3 apfleg) = 3 oy 3 fiti) =
j=1 j=1
i fljaj
n n j=1
’L; ( Z:: fzj&j) - n = -
Z fn]aj
Jj=1
Jun | fiz || fin [ oy
fo1 foo | .| fon . (%) — FL

7T v e el R

2.2. piemers. 1 = {2], F= 0) -3 } — Fl= {32}

-1 1] 4
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2.4. Klasisko piemeéru matricas

2.4.1. Dabiskie attelojumi

Nulles attelojums
- Nulles matrica.

Vienibas attelojums

id(e;) = e, = matrica ir E,,.

Elementa fikseSana

L - k-lineara telpa, L baze - {ey,...,e,}, k baze - {1}. Fiksésim
1 € L. Definésim
x1:k— L,

xi(a) = al.
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n
Jal=>" «;e;, tad x matrica ir kolonna
i=1

78

Funkcionali
L - k-lineara telpa, LF ¢ : L — k. ¢ matrica ir rinda

[ wlen)] - lp(en) ]

2.4.2. Vektoru/punktu operacijas

Projekcija uz x-asi: {%‘i]
_ .. 0]-1
Rotacija ap centru par m/2: T |-
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3. 2.majasdarbs

3.1. Obligatie uzdevumi

2.1 Noteikt, kuras no dotajam funkcijam ir LA f: L — V:
(a) f(1) =c, kur c € V ir fikséts;
(b) L=V, f(1) =c+pL kur c € L - fikséts un 3 € k - fikséts.

2.2 Noteikt, kuras no dotajam funkcijam ir LA f : k3 — k3.
(a) f((z1,22,23)) = (z2,0,21);
(b) f((x17x2>x3)) - (IE%,0,0),
(c) f((z1,22,23)) = (21,22, 23 + 1).
2.3 Noteikt, kuras no dotajam funkcijam ir LF f: L — k:
(a) L= kn7 f((xla 71771)) = Z Lis
i=1

(b) L =k[X], f(p(X)) = p(0)p(1);
(¢) L =Mat(n,n, k), f(M) = det M.
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2.4 Ir dots LO f: Q% — Q3 tads, ka

f((1,0,2)) = (3
£((0,2,-3)) =
f((=1,1,0))

) _17 1)
(2,1,0)
(0,1,2).

Atrast f((1,2,3)).

2.5 Atrast doto LA matricas attieciba uz dotajam bazem:
(a‘) L= R37 f((xthu:E?))) = ({171 — T3,T2 — ‘r170)7 kanoniska

baze;
(b) L=C[X]3, f(p(X)) = (X (X))”, monomu baze;
(¢) L= Mat(? 2,R), f(M) = , kanoniska baze.

3.2. Paaugstinatas gritibas un péetnieciska rakstu-
ra uzdevumi

2.6 Atrast doto LA f matricas attieciba uz patvaligi izveletam ba-
zem:
(a) L = Mat(m,n,k), V = Mat(p,n, k). A € Mat(p,m,k)-
fikséta matrica. f: L —V : f(M)=AM;
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(b) L = Mat(n,n, k), A € Mat(n,n,k)- fikseta matrica. f :
L—L: f(M)=[AM “ AM - MA.
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