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Lekcijas mērķis:
• apgūt lineāro attēlojumu teorijas pamatfaktus.

Lekcijas kopsavilkums:
• var definēt funkcijas starp lineārajām telpām, kas saglabā ope-

rācijas - lineārus attēlojumus un pēt̄ıt šādu funkciju ı̄paš̄ıbas,

• lineārus attēlojumus var uzdot matricu formā.

Svar̄ıgākie jēdzieni: k-lineārs attēlojums, izomorfisms, opera-
tors, funkcionālis, dabiskie lineārie attēlojumi - nulles, vien̄ıbas, apakš-
telpas iekļaušanas, elementa fiksēšanas, projekciju LA, vektoru, arit-
mētisko telpu un matricu LA piemēri, LA matrica attiec̄ıbā uz dota-
jām bāzēm.
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Svar̄ıgākie fakti un metodes: LA pamat̄ıpaš̄ıbas, LA noteik-
šana ar tā darb̄ıbu uz bāzes elementiem, LA darb̄ıbas aprēķināšana
izmantojot matricu reizināšanu.
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1. Lineārie attēlojumi

1.1. Defin̄ıcijas

L,V - k-lineāras telpas. Funkciju f : L → V sauc par k-lineāru
attēlojumu (LA, lineāru homomorfismu), ja

• f(l + l′) = f(l) + f(l′) - f saglabā saskait̄ı̌sanu;

• f(λl) = λf(l) - f saglabā reizināšanu.

Visu LA L → V kopu apz̄ımē ar Hom(L, V ).

Speciālgad̄ıjumi:

• LA L → L sauc par lineāru operatoru (LO) vai endomorfismu.

• LA L → k sauc par lineāru funkcionāli (LF).

• bijekt̄ıvu LA sauc par lineāru izomorfismu (LI).
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1.2. Pamat̄ıpaš̄ıbas

1.1. teorēma. L, V - LT, f : L → V - LA.

1. f
( n∑

i=1

λili
)

=
n∑

i=1

λif(li).

2. f(0L) = 0V .

3. f(−l) = −f(l).

PIERĀDĪJUMS
1.

f
( n∑

i=1

λili
)

= f
( n−1∑

i=1

λili + λnln
)

= f
( n−1∑

i=1

λili
)

︸ ︷︷ ︸
turpinām pārveidot

+f(λnln) =

f
( n−2∑

i=1

λili
)

︸ ︷︷ ︸
turpinām pārveidot

+f(λn−1ln−1) + f(λnln) = ... =
n∑

i=1

f(λili) =
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=
n∑

i=1

λif(li).

2. f(0L) = f(0L + 0L) = f(0L) + f(0L) =⇒ f(0L) = 0T .

3. f(0L)︸ ︷︷ ︸
=0T

= f(l− l) = f(l) + f(−l) =⇒ −f(l) = f(−l). ¥

1.3. Klasiskie piemēri

1.3.1. Dabiskie lineārie attēlojumi

Nulles attēlojums

L, V - LT, definēsim O : L → V , ∀ l ∈ L O(l) = 0T .

Vien̄ıbas attēlojums

∀ L definēsim id : L → L, id(l) = l.
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Apakštelpas iekļaušana

∀ L,L ≤ V , definēsim ι : L → V , ι(l) = l.

Elementa fiksēšana

L - k-lineāra telpa. Fiksēsim l ∈ L. Definēsim χl : k → L ar
nosac̄ıjumu χl(a) = a · l.

1.3.2. Vektoru/ǧeometriskie attēlojumi

• Simetrija attiec̄ıbā uz taisni vai centru,

• rotācija ap centru,

• homotētija,

• projekcija uz taisni.
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1.3.3. Aritmētisko vektoru attēlojumi

• Elementu kārt̄ıbas maiņa,

• jebkuras koordinātes aizvietošana ar iepriekšējo koordināšu li-
neāru kombināciju.

1.3.4. Matricu attēlojumi

• Transponēšana,

• reizināšana ar fiksētu matricu,

• apakšmatricas izgriešana.

1.3.5. Funkciju attēlojumi

• Reizināšana ar fiksētu funkciju,

• atvasināšana.
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2. Lineāro attēlojumu matricu pieraksts

LA tika definēti bezkoordinātu formā. Tagad sāksim uzdot un
pēt̄ıt LA koordinātu formā - fiksējot bāzes un izmantojot elementu
koordinātes.

Ja L - LT, B = {e1, ..., en} - sakārtota bāze, l ∈ L: l =
n∑

i=1

ciei,

tad l var uzdot koordinātu kolonnas formā:

l ∼



c1

...
cn


 .

Parasti lineārās algebras lietojumos - dabaszinātnēs, inženierzināt-
nēs u.c. tiek izmantots koordinātu pieraksts. Ja redzat vektorus vai
matricas, tā ir paz̄ıme, ka tiek izmantota lineārā algebra.
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2.1. Bāzes noz̄ıme

2.1. teorēma. f ∈ Hom(L, V ), BL = {e1, ..., en} - L bāze. Tad f
ir viennoz̄ımı̄gi noteikts ar tā darb̄ıbu uz BL elementiem.

PIERĀDĪJUMS
l =

n∑
j=1

αjej =⇒

f(l) = f
( n∑

j=1

αjej

)
=

n∑

j=1

f
(
αjej

)
=

n∑

j=1

αjf(ej).¥

2.2. LA matrica

L, V - LT ar bāzēm
{ BL = {e1, ..., en},
BV = {t1, ..., tm}. Sākot no š̄ıs vietas

uzskat̄ısim, ka ir dotas sakārtotas bāzes.

Pieņemsim, ka ir dots f ∈ Hom(L, V ), ko var viennoz̄ımı̄gi uzdot
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ar tā darb̄ıbu uz L bāzes elementiem:



f(e1) = f11t1 + f21t2 + ... + fm1tm,
f(e2) = f12t1 + f22t2 + ... + fm2tm,
...,
f(en) = f1nt1 + f2nt2 + ... + fmntm.

Matricu F =




f11 f12 ... f1n

f21 f22 ... f2n

... ... ... ...
fm1 fm2 ... fmn


sauc par f matricu attiec̄ı-

bā uz sakārtotajām bāzēm BL un BV .

2.1. piez̄ıme. Redzam, ka F j-tā kolonna ir f(ej) koordinātu kolonna


f1j

...
fnmj


 attiec̄ıbā uz sakārtoto bāzi BV .

2.2. piez̄ıme. Svar̄ıgi atcerēties, ka matrica ir atkar̄ıga no bāzēm.
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2.3. piez̄ıme. Ir jāizšķir 3 gad̄ıjumi:
• attēlojums ir starp dažādām LT, bāzes vienmēr ir dažādas,
• attēlojums ir vienā LT, atiec̄ıbā uz divām dažādām sakārtotām

bāzēm,
• attēlojums ir vienā LT, attiec̄ıbā uz vienu bāzi.

2.1. piemērs. L = R2, f : L → L - simetrija attiec̄ıba uz x-asi.
Izmantosim kanonisko bāzi {(1, 0), (0, 1)}.

f(e1) = e1, f(e2) = −e2 =⇒ f matrica attiec̄ıbā uz kanonisko

bāzi ir
[

1 0
0 −1

]
.

2.3. Lineāra attēlojuma darb̄ıbas aprēķināšana

Izmantojot matricu reizināšanas operāciju var aprēķināt f(l), ja ir
zināmas l koordinātes attiec̄ıbā uz bāzi BL = {e1, ..., en}:

l =
n∑

j=1

αjej .
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1. l reprezentējam kā kolonnas matricu: l ∼



α1

...
αn


 .

2. Atrodam

f(l) =
n∑

j=1

αjf(ej) =
n∑

j=1

αj

( n∑
i=1

fijti

)
=

n∑
i=1

( n∑
j=1

fijαj

)
ti ∼




n∑
j=1

f1jαj

...
n∑

j=1

fnjαj




=




f11 f12 ... f1n

f21 f22 ... f2n

... ... ... ...
fm1 fm2 ... fmn


 ·




α1

α2

...
αn


 = Fl.

2.2. piemērs. l =
[

2
−1

]
, F =

[
0 −3
1 4

]
=⇒ Fl =

[
3
−2

]
.
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2.4. Klasisko piemēru matricas

2.4.1. Dabiskie attēlojumi

Nulles attēlojums
- Nulles matrica.

Vien̄ıbas attēlojums

id(ei) = ei =⇒ matrica ir En.

Elementa fiksēšana

L - k-lineāra telpa, L bāze - {e1, ..., en}, k bāze - {1}. Fiksēsim
l ∈ L. Definēsim

χl : k → L,

χl(a) = al.
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Ja l =
n∑

i=1

αiei, tad χ matrica ir kolonna




α1

...
αn


.

Funkcionāļi

L - k-lineāra telpa, LF ϕ : L → k. ϕ matrica ir rinda
[

ϕ(e1)| ... |ϕ(en)
]
.

2.4.2. Vektoru/punktu operācijas

Projekcija uz x-asi:
[

1 0
0 0

]
.

Rotācija ap centru par π/2:
[

0 −1
1 0

]
.
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3. 2.mājasdarbs

3.1. Obligātie uzdevumi

2.1 Noteikt, kuras no dotajām funkcijām ir LA f : L → V :
(a) f(l) = c, kur c ∈ V ir fiksēts;
(b) L = V , f(l) = c+βl, kur c ∈ L - fiksēts un β ∈ k - fiksēts.

2.2 Noteikt, kuras no dotajām funkcijām ir LA f : k3 → k3:

(a) f((x1, x2, x3)) = (x2, 0, x1);
(b) f((x1, x2, x3)) = (x2

1, 0, 0);
(c) f((x1, x2, x3)) = (x1, x2, x3 + 1).

2.3 Noteikt, kuras no dotajām funkcijām ir LF f : L → k:

(a) L = kn, f((x1, ..., xn)) =
n∑

i=1

xi;

(b) L = k[X], f(p(X)) = p(0)p(1);
(c) L = Mat(n, n, k), f(M) = detM.
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2.4 Ir dots LO f : Q3 → Q3 tāds, ka



f((1, 0, 2)) = (3,−1, 1)
f((0, 2,−3)) = (2, 1, 0)
f((−1, 1, 0)) = (0, 1, 2).

Atrast f((1, 2, 3)).
2.5 Atrast doto LA matricas attiec̄ıbā uz dotajām bāzēm:

(a) L = R3, f((x1, x2, x3)) = (x1 − x3, x2 − x1, 0), kanoniskā
bāze;

(b) L = C[X]3, f(p(X)) = (X2p(X))′′, monomu bāze;
(c) L = Mat(2, 2,R), f(M) = MT , kanoniskā bāze.

3.2. Paaugstinātas grūt̄ıbas un pētnieciska rakstu-
ra uzdevumi

2.6 Atrast doto LA f matricas attiec̄ıbā uz patvaļ̄ıgi izvēlētam bā-
zēm:
(a) L = Mat(m,n, k), V = Mat(p, n, k). A ∈ Mat(p,m, k)-

fiksēta matrica. f : L → V : f(M) = AM;
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19

(b) L = Mat(n, n, k), A ∈ Mat(n, n, k)- fiksēta matrica. f :

L → L : f(M) = [A,M]
def
= AM−MA.
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