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2

Saturs
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2. Permutācijas 13
2.1. Ievads . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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Lekcijas mērķis:
• apgūt attēlojumu teorijas pamatjēdzienus,

• apgūt permutāciju teorijas pamatjēdzienus.

Lekcijas kopsavilkums:
• var pēt̄ıt kopu elementu pārveidojumus un to speciālgad̄ıjumus,

• gal̄ıgu kopu permutācijas sastāv no cikliem.

Svar̄ıgākie jēdzieni: attēlojums, defin̄ıcijas apgabals, elementa
attēls, apakškopas attēls, attēlojuma grafs, apvērstais attēlojums, at-
tēlojumu kompoz̄ıcija, vien̄ıbas attēlojums, visur definēts attēlojums,
sirjekt̄ıvs attēlojums, funkcija (injekt̄ıva, sirjekt̄ıva, bijekt̄ıva), kon-
stants attēlojums, permutācija, permutāciju pieraksta veidi, cikliskais
pieraksts, transpoz̄ıcija, involūcija.

Svar̄ıgākie fakti un metodes: kompoz̄ıcijas asociativitāte, per-
mutācijas sadal̄ıjums ciklos.
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1. Attēlojumi un funkcijas

1.1. Pamatdefin̄ıcijas

Kopas parasti tiek uzskat̄ıtas par fiksētiem, statiskiem objektiem.
Lai atļautu kopu un to elementu pārveidojumus, ievieš attēlojuma
jēdzienu.

Attēlojums ir kāds pārveidojums, kas pārveido, pārstrādā dotās
kopas elementus par kādas citas (vai tās pašas) kopas elementiem.

Par attēlojumu f no kopas A uz kopu B ( f : A → B vai A
f−→ B)

sauc atbilst̄ıbas likumu, kas ∀ a ∈ A piekārto f(a) ⊆ B (a attēlu
attiec̄ıbā uz f):

a︸︷︷︸
∈A

7→ f(a)︸︷︷︸
⊆B

.

Kopas A elementi, kuru attēli ir netukšas kopas, veido attēlojuma
f defin̄ıcijas apgabalu D(f) ⊆ A.
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Par kopas A apakškopas A′ f -attēlu (apz̄ımē f(A′)) sauc kopu
⋃

a∈A′
f(a).

Par attēlojuma f : A → B vērt̄ıbu kopu jeb attēlu sauc kopu
f(A) ⊆ B.

Par kopas B elementa b inverso attēlu f−1(b) sauksim kopas A
apakškopu

{a ∈ A
∣∣∣b ∈ f(a)}.

Divus attēlojumus f : A → B un g : A → B uzskata par vienādiem
(f = g) ⇐⇒ ∀ a ∈ A : f(a) = g(a).

1.1. piemērs. Skaitļu funkcijas (sin, log u.c.) ir attēlojumi no kādas
reālu skaitļu kopas R apakškopas uz kādu (iespējams, citu) R apakš-
kopu.
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1.2. Attēlojuma uzdošanas veidi

1.2.1. Attēlu pārskait̄ı̌sana

Attēlojumu var uzdot tieši definējot ∀ a ∈ A tā attēlu f(a) ⊆ B.
Š̄ı metode der, ja kopas A un B ir gal̄ıgas kopas.

1.2.2. Attēlojuma definējošā ı̄paš̄ıba vai algoritms

Attēlojumu var uzdot definējot
• attēlojuma rakstur̄ıgu ı̄paš̄ıbu vai

• attēlu atrašanas algoritmu, izmantojot matemātiskas vai citas
dabas terminus.

1.2. piemērs. f(x) = sin(x).
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1.2.3. Attēlojuma vizualizācija

Attēlojumu ir lietder̄ıgi vizualizēt attēlojuma grafa vai funkcionālā
grafa veidā:

• atz̄ımēsim visus kopu A un B elementus,

• katram a ∈ A z̄ımē bultiņu no a uz katru b ∈ f(a).

Ja attēlojums ir definēts no kopas A uz A (attēlojums sev̄ı vai en-
doattēlojums), tad pietiek atlikt kopas A elementus vienā eksemplārā.

1.3. piemērs. Kopas {1, 2, 3} attēlojumu f : f(1) = 2, f(2) = 3,
f(3) = 1 var uzdot ar šādiem grafiem:
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1.3. Operācijas ar attēlojumiem

1.3.1. Apvērstais (inversais) attēlojums

Par attēlojuma f : A → B apvērsto attēlojumu sauc attēlojumu

f−1 : B → A,

b 7→ f−1(b).
f apvērstais attēlojums tiek iegūts no f , izmainot uz pretējo visu
bultiņu virzienus attēlojuma f grafā.
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(f−1)−1 = f , jo, mainot bultiņu virzienu divas reizes, iegūstam
sākotnējo grafu.

1.3.2. Attēlojumu kompoz̄ıcija

Par attēlojumu f : A → B un g : B → C kompoz̄ıciju sauc
attēlojumu

g ◦ f : A → C

a 7→ g(f(a)).
1.4. piemērs. f(x) = sin(x), g(x) = cos(x), g ◦ f(x) = cos(sin(x)).

L̄ıdz̄ıgi var definēt ar̄ı vairāku attēlojumu kompoz̄ıciju.

Attēlojuma f : A → A n-kārt̄ıgo kompoz̄ıciju f ◦ f ◦ ... ◦ f︸ ︷︷ ︸
n

sauc

par f n-to pakāpi (fn).
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1.1. teorēma. (kompoz̄ıcijas asociativitāte). Jebkuriem tr̄ıs attēlo-
jumiem

f : A → B,

g : B → C,

h : C → D

izpildās vienād̄ıba
(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f).

PIERĀDĪJUMS Pierād̄ısim, ka ∀ a ∈ A izpildās vienād̄ıba

((h ◦ g) ◦ f)(a) = (h ◦ (g ◦ f))(a).

Kopa pierādāmās vienād̄ıbas kreisajā pusē ir

((h ◦ g) ◦ f)(a) = (h ◦ g)(f(a)) = h(g(f(a))).

Kopa labajā pusē ir

(h ◦ (g ◦ f))(a) = (h((g ◦ f)(a)) = h(g(f(a))).¥
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1.4. Attēlojumu speciālgad̄ıjumi

Attēlojumu idA : A → A, idA(x) = x sauc par A vien̄ıbas attēlo-
jumu.

Attēlojumu f : A → B sauc par
• visur definētu, ja D(f) = A;

• sirjekt̄ıvu (pārklājošu), ja f(A) = B;

• funkciju, ja tas ir
1. visur definēts un
2. ∀ a ∈ A: |f(a)| = 1 (∀ a f(a) ir viens elements).

Funkciju sauc par injekt̄ıvu (iekļaujošu), ja jebkuriem dažādiem
kopas A elementiem a1 un a2 ir dažādi attēli, tas ir,

a1 6= a2 =⇒ f(a1) 6= f(a2).

Cita injektivitātes defin̄ıcija: ∀ b ∈ f(A): |f−1(b)| = 1.
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Funkciju, kas ir vienlaic̄ıgi sirjekt̄ıva un injekt̄ıva, sauc par bi-
jekt̄ıvu (savstarpēji viennoz̄ımı̄gu) funkciju.

Visplašāk pielietotais attēlojumu tips ir funkcijas. Attēlojumu, kas
nav funkcija, bieži sauc par daudzvērt̄ıgu funkciju.

f : A −→ B ir bijekt̄ıva funkcija =⇒
{

f−1 ◦ f = idA,
f ◦ f−1 = idB .

Ja attēlojumam f : A → B izpildās ı̄paš̄ıba f(a) = b, ∀a ∈ A,
kur b ⊆ B ir fiksēta, tad tādu attēlojumu sauksim par konstantu
attēlojumu.
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2. Permutācijas

2.1. Ievads

Par kopas A permutāciju sauc bijekt̄ıvu funkciju

σ : A → A.

Visu n elementu kopas {1, ..., n} permutāciju kopu apz̄ımē ar Σn.

Permutācijas var uzdot šādos veidos:
• attēlu saraksts - σ Ã [σ(1), ..., σ(n)];

• horizontālais pieraksts - σ Ã
(

1 2 ... n
σ(1) σ(2) ... σ(n)

)

• funkcionālais grafs ar vienu vai diviem kopas eksemplāriem.

2.1. piemērs. n = 1 - [1].
n = 2 - [12], [21].
n = 3 - [123], [213], [132], [321], [231], [312].
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Kopā Σn var definēt kompoz̄ıcijas operāciju. Permutāciju kom-
poz̄ıciju sauksim un apz̄ımēsim kā reizinājumu.

∀ permutācijai σ ∃ inversā permutācija σ−1:

σσ−1 = σ−1σ = id .

2.2. Permutācijas sadal̄ıjums ciklos

Permutāciju σ : A → A sauc par ciklisku attēlojumu vai ciklu, ja
• vai nu |A| ≥ 2 un A elementus var sakārtot virknē (a1,...,an) tā,

ka σ(ai) = ai+1, σ(an) = a1.

• vai ar̄ı |A| = 1 (A vien̄ıgais elements a apmierina vienād̄ıbu
σ(a) = a).

2.1. teorēma. (permutācijas sadal̄ıjums ciklos) ∀ gal̄ıgas kopas A
permutācijai σ ∃ viennoz̄ımı̄gi noteikts A sadal̄ıjums A1, ..., Am tāds,
ka ∀ i σ kā Ai permutācija ir cikls.
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Permutācijas cikliskais pieraksts: katra cikla elementus apvieno ar
iekavām, katrās iekavās elemento sakārto permutācijas pielietošanas
kārt̄ıbā:

(a, f(a), f2(a), ...)(b, f(b), f2(b), ...)(z, f(z), ...).

Ciklus ar garumu 1 (fiksētos punktus) cikliskajā pierakstā neuzrāda.

2.2. piemērs. Permutāciju
(

1 2 3 4 5 6
5 4 2 3 1 6

)
var sadal̄ıt divos

ciklos {1, 5} ∪ {2, 4, 3} un apz̄ımēt kā (15)(243).

Dažas biežāk izmantojamas permutācijas:
• transpoz̄ıcijas - σ : σ = (ab);

• involūcijas - σ : σ2 = id.
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3. 1.mājasdarbs

3.1. Obligātie uzdevumi

1.1 Dotas kopas A = {1, 2} un B = {u, v}. Atrodiet
(a) visus visur definētus attēlojumus no A uz B,
(b) visas funkcijas no A uz B,
(c) visas injekt̄ıvas funkcijas no A uz B.

1.2 Dotas kopas A un B, |A| = n, |B| = m. Cik eksistē funkciju no
A uz B?

1.3 Kuri no attēlojumiem R → R, kas uzdoti ar formulām y =
sin(x), y = x2, y = x3, y = 1/x, y =

√
x, y2 = x, y = ln(x),

y = 2x ir
(a) visur definēti,
(b) sirjekt̄ıvi,
(c) funkcijas,
(d) injekt̄ıvas funkcijas,
(e) bijekt̄ıvas funkcijas.
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1.4 Dotas permutācijas

f =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9
4 5 2 7 1 3 9 6 8

)
,

g =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 1 4 3 6 5 8 9 7

)
.

Atrast
(a) f−1, g−1,
(b) fg, gf , gfg−1.
(c) f , f2, g, g2 sadal̄ıjumu ciklos.
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