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Lekcijas merkis:

e apgit linearo telpu teorijas pamatdefinicijas.

Lekcijas kopsavilkums:

e var definet algebrisku strukttru - linearo telpu (LT), kas vispa-
rina vektoru, matricu un LVS atrisinajumu ipaSibas,

e vairakas zinamas strukturas var atpazit LT ipasibas.

Svarigakie jedzieni: k-lineara telpa, aritmetiska LT, matricu
LT, polinomu LT, matricas nulltelpa, LT apakstelpa, lineara kom-
binacija, linearais slegums, veidotajsistema.

Svarigakie fakti un metodes: LT pamatipasibas, LT piemeri,
apakstelpu 1pasibas, lineara sleguma 1pasibas.
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1. Linearas telpas

1.1. Ievads

1.1.1. Skaitlu lauki
Skaitlu kopa - lauks :
e divas binaras asociativas operacijas + un -,
e -+ - komutativa operacija, eksisté 0 un katram skaitlim a ir —a,
e + un - saista distributivitates likums.

e katram nenulles skaitlim a eksisté apgrieztais (multiplikativi in-
versais) skaitlis a=1: a-a”! = 1.
Lauki: Q, R, C.

Definesim jauna tipa algebrisku strukttru: linearu telpu (LT) virs
lauka, kura ir definétas sadas operacijas:
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1. saskaitisana +: LT elementus var saskaitit ta it ka tie butu
skaitli;

2. reizinaSana ar lauka elementiem, LT elementus var ”izstiept” ar
koeficientu.

Ja nav uzdota papildus struktiira, LT elementus nevar "reizinat”

sava starpa.

Par LT elementiem var domat ka par ”daudzdimensionaliem skait-

liem”, kurus gan nevar "reizinat” sava starpa.

1.1.2. MotivejoSie piemeri

Homogenas LVS atrisinajumi

Homogenai LVS Ax =0
e atrisinajumu (ka kolonnu matricu) summa ir atrisindjums:

AX1:0
AX2:0

— A(x1+%2)=Ax1 +Ax;=0+0=0,
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e atrisinajuma (ka kolonnu vai rindu matricu) reizinajums ar skait-
li ir atrisinajums:
Ax=0 = A(Xx)=AAx)=X-0=0.

Paralela parnese, vektori

Citos kursos tika defineti vektori:

e nogrieznis ar virzienu,

e sakartots punktu paris.

Tika definetas sadas operacijas ar vektoriem:

e vektoru saskaitisana,

e vektora reizinasana ar skaitli.

Var redzet, ka vektoru operacijam izpildas sadas 1pasibas:
e saskaitiSana ir asociativa un komutativa,

e cksiste nulles vektors,
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e katram elementam eksisté negativais vektors,

e reizinaSanai ar skaitli izpildas distributivas un asociativas ipasi-
bas.

1.1.3. Definicija

Par linearu telpu (LT) virs lauka k (k-linearu telpu, vektoru telpu)
sauc kopu L ar sadam operacijam:
1. binara operacija + kopa L:
e (x+y)+z=2a+ (y+ 2) (asociativitate),
e r+y=y+z (komutativitate),

e 30€L: z4+0=uxa,V e L (neitrala elementa eksistence,
apziméjums 0 var but ar cits),

e Ve L3I—xz: x4+ (—z) =0 (inversa elementa eksistence);

2. lauka k darbibas funkcija k x L — L, (\,z) — A\z:
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Az +y) = Az + Ay,

A+ p)z =z + pa,
o l-x=u,

(Aw)z = A(px).

Ar simbolu + parasti apzimeé saskaitisanu gan lauka k, gan LT,
cenSas nepielaut parpratumus.

Ja k = R, tad k-linearu telpu sauc par realu linearu telpu.

1.1. teorema. V LT izpildas sadas 1pasibas:
1. 0-1=0.
2.2-0=0.

3.0 1=0 = A=0vail=0.

4. n-1=14+...+1VneN.
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5. (~1)-1= L.
6. (=\)1= —(Al) = A(-1).

PIERADIJUMS
1. 0-1= (040)1 = 0-14-0-1 = 0-14(—0-1) = 0-140-14+(—0-1) —

0=0-1L

2. A0 = A-(040) = A-0+A-0 —> X\-0 = \-0+A-0 — 0= \-0.

3A£0 = IAL — A=\ 1=1-1=1=0.

4. Indukcija ar parametru n. Pienemsim, ka (n—1)l =1+ ... +1 —
——

n—1 reizes
nl=m-1+1)l=mn-Dl+l=1+ . +1+l=1+ . +1
——— ~——

n—1 reizes n reizes
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5.(=1) - 1+41=(-141)1=0-1=0 = —1=(-1)-1
6. (=\)1= (A(=1)I) = A(-1).
(=\1=(=1)(A-1) = —(Al). ®

1.1.4. Linearas kombinacijas

Doti LT L elementi 1y, ...,1,. Par to linearu kombinaciju ar koefi-
cientiem A1, ..., A\, sauc L elementu

ML+ o+ AL, = inli.
i=1

Ja vismaz viens no i, ..., A, nav vienads ar 0, tad linearo kom-
binaciju sauc par netrivialu (pretéja gadijuma par trivialu).

1.1. piemers. Viena elementa kopas {1} linearas kombinacijas - Al
Vektori.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



11
1.2. Klasiskas linearas telpas
1.2.1. Specialgadijums - ”pati mazaka telpa”

Nulles LT V laukam & kopa {0} ir LT, operacijas ir definetas $adi:
e 0+0=0:
e \-0=0.

1.2.2. Aritmeétiska (koordinatu, vektoru) telpa

k - lauks. Apzimesim ar k™ kopu, kuras elementi ir visas virknes
ar garumu 7.

Definesim kopa k™ LT strukturu:
L4 (‘T/‘l? "'7x77/) + (yl) "'7yn) = (‘Tl + y17 "'7x77/ + yn);
o ANz, ...,xp) = (A1, ..., AZp).

Var parbaudit, ka visas aksiomas izpildas.
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k™ kur n € {1,2,3} var identificét ar geometrisko vektoru telpam.

Var definet LT, kuras elementi ir bezgaligas virknes.
Apzimesim ar kY kopu, kuras elementi ir visas uz labo pusi bez-
galigas virknes forma (z1, ..., zp, ...).

Kopa kN ir uzdota LT struktiira ar virknu saskaitianas un reizi-
nasanas ar skaitli operacijam.
1.2.3. Matricu telpa

k - lauks. Definésim matricu kopa Mat(m, n, k) LT struktaru sada
veida:
e + - matricu saskaitiSana;

e - - matricas reizinasana ar skaitli.

Var parbaudit, ka visas aksiomas izpildas.

1.1. pieztme. k" = Mat(1,n, k).
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1.2.4. Polinomu telpa

k - lauks. k[X] - visu polinomu kopa ar koeficientiem no k un
argumentu X.

Definesim kopa k[X] LT struktiru sada veida:
o (fi9) = f+g (f+9)(X) = f(X)+9(X);
e (M) = A fr (A NX) =X f(X).

Var parbaudit, ka visas aksiomas izpildas.

1.2.5. Homogenas LVS atrisinajumu telpa

Ax = 0 - homogena m x n LVS ar atrisinajumu kolonnu kopu

Null(A) C Mat(n,1,k):

Null(A) = {x € Mat(n,1,k)|Ax = 0}.
Null(A) sauc arl par matricas A nulltelpu.
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Definesim kopa Null(A) LT struktiiru ka matricam.
Var parbaudit, ka
o Null(A) ir slegta attieciba uz LT operacijam,

e visas aksiomas izpildas.

1.3. Apakstelpas

L -L1LT,V C L. V sauc par L apakstelpu (linearu apakstelpu,
apzimé V < L), ja

1. v,v' €V = v+v’' € V (V ir slegta attieciba uz saskaitisanu),

2. A€k, veV = Av eV (V ir slegta attieciba uz reizinasanu
ar lauka elementiem).

1.2. piezime. V LT L 3 2 trivialas apakstelpas:
o {0} <L,
o L L.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



15

1.2. piemers. Taisnes vektori. Diagonalas matricas. Monomi. Poli-
nomi ar ierobezotu pakapi.

1.2. teorema. L - lineara telpa. V < L = V ir LT.

PIERADIJUMS LT operacijas ir korekti definétas kopa V. LT
aksiomas izpildas tapec, ka tas izpildas LT L. B

1.4. Linearais slegums

1.4.1. Definicija

X C L. Visu X galigu apakskopu elementu linearu kombinaciju
kopu sauc par X linearo slegumu, apzime ar (X).

Vienkarsakas 1pasibas:

e X C(X);

e ({0}) = {0};
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o {1}) ={xe Lix=pl, kur p € k};
o (L)=L.
1.3. teorema. L -LT, X C L.

1. (X) < L.
2. X <L = (X)=X.

PIERADIJUMS
) u e (X) . u:;mxi, kur x; € X .
e (X) u =) plxl, kur x; € X

u+u—ZMzXz+ZM € (X)

Au = (z uzxz) = Z(Aui)xi € (X)

2. X C (X). Japierada, ka (X) C X.
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uc(X) = u=> ux;, kur x; € X.

X<L — ZﬂiXiGX — uc X.
. 3

1.4.2. Veidotajsistemas
X C L sauc par L veidotajsistemu (genergjoso kopu), ja (X) = L.

1.3. piemeérs. k™ veidotajsistéma var bit B = {ey, ..., e, }, kur

e;=1(0,...,1,..,0) : V (21,...,zp) = Zaﬁiei.
—— ;
1 i-taja vieta =1
n=3: (z,y,2) = (z,0,0)+(0,y,0)+(0,0, 2) = x(1,0,0) +y(0,1,0)+
2(0,0,1) = ze; + yes + zes.

Mat(m,n, k) veidotajsistema B = {E11, ..., Epmn }:A = > a;E;j.
]
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2. 9.majasdarbs

2.1. Obligatie uzdevumi

9.1 Noteikt, vai dotas kopas ir LT:
(a) plaknes vektori, kuru galapunkti atrodas pirmaja kvad-
ranta;

(b) m x n matricas ar fiksetu rangu r;
(c) SC R S ={(x1, 72,73, 24)|21 = 3,70 = 24)}.
9.2 Noteikt, vai LT L apakskopa V ir L apakstelpa:
(a) L = R? (plaknes vektori), V - vektori, kuru galapunkti ir
uz liknes y = 3,
(b) L =R", V - virknes, kuru visi elementi ir veseli skaitli,
(¢) L= Mat(m n, k), V - augseji trijsturveida matricas,
(d) L=R[X], V ={f|deg(f) = 2}.
9.3 Noteikt vai elements 1 pieder linearajam slegumam S.
(a) S=((0,1,2),(-1,3,1)), 1 = (4,-9,10), L = R3,
(b) S=(X—-1,X%2-1),1=X +1, L =R[X],

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



19

(C) S = <E11 + EQQ,EQQ —+ E33>, 1 = Eg, L = Mat(?),R)
9.4 Atrast kadu LT L galigu veidotajsistemu.

(a) L - simetrisku n x n matricu telpa,
(b) L - homogenas LVS

X1+ Xo+X3=0

atrisinajumu telpa.

2.2. Paaugstinatas griitibas un petnieciska rakstu-
ra uzdevumi
9.5 (a) Pieradit, ka saskaitisanas komutativitate seko no citam LA
defingjosam 1pasibam.
(b) Izpetit, kadas LT definejosas 1pasibas seko no citam.
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