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Lekcijas merkis:
e apgilit matricu determinanta 1pasibas un lietojumus.

Lekcijas kopsavilkums:

e determinantu var definét rekursivi,

e var pieradit dazas jaunas determinanta ipasibas,

e determinantus var izmantot matricu invertesana, LVS risinasa-
na un geometrija.

Svarigakie jédzieni: determinanta rekursiva definicija (deter-

minanta izvirzijums péc pirmas kolonnas), algebriska papildinadjuma
matrica.
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Svarigakie fakti un metodes: Laplasa izvirzijums peéc rindas
vai kolonnas, izvirzijuma ortogonalitates Tpasiba, inversas matricas
atrasana ar ap matricas metodi, Kramera formulu metode, determi-
nanta geometriska interpretacija.
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1. Determinanta 1pasibas

1.1. Determinanta izvirzijumi péc rindam un ko-
lonnam

1.1.1. Determinanta izvirzijums péc pirmas kolonnas

A - n x n matrica. Apzimeésim ar A;; matricu, ko ieglist no A
izsvitrojot i-to rindu un j-to kolonnu.

2 |4 -1 ol 2
1.1. piemers. A = 310 2 |,An= { T ]
-1|1| -4

1.1. teorema. Dota n x n matrica A. Tad

det A = Z ail(—l)”l det Ai1~
i=1
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PIERADIJUMS Netiek dots. W

1.1.2. Determinanta rekursiva definicija

Iepriekséja teoréma lauj definet determinantu rekursivi - sakot no
1 x 1 Iidz jebkuram izmeram.

1.2. piemers.

ail | a12
det = ail det[agg] — a1 det[alg] = a11Q022 — A21012.
a21 | 22
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1.2. Izvirzijums péc patvaligas rindas vai kolonnas

1.2. teoréma. (Laplasa izvirzijuma formulas)

det(A Z au( 1) det(A ) Z a”( 1) det (A, )) )

j-tas kolonnas izvirzijums i-tas rindas izvirzijums

PIERADIJUMS

j-tas kolonnas izvirzijums

Matricai A veiksim j KEP1 virkni K ;_1, K;_1 j—2,...,/21, ieglisim
matricu A’ = det A = (—1)7"tdet A’

Izvirzot det A’ péc pirmas kolonnas, ieglisim

n n

det A" = Z(_l)i+1a;1 = Z(—l)”—laiin]‘ =

i=1 i=1
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det A = (—1)j_1 detA’ J 12 I‘Ha” = Z(—l)i—i_jaiinj.
i=1
Rindas izvirzijums tiek pleradlts hdmgl izmantojot matricu trans-
ponésanu un 1pasibu det AT = det A. B

1.3. piemers. Atradisim determinantu izvirzot pec 2.rindas:

21 -2 1
det [ 1] O 4 =
41 4 | =3

(—1)1~det[ 21 } 404 (—1)4 - det [ 212 ] 7
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1.3. teoréma. (izvirzijuma ortogonalitates ipasiba)

1. Za”( 1)+ det (A, k)) —0,k#j.

kolonnas izvirzijums

2. Za”( 1) det(Ay; )) =0,k #1.

rindas izvirzijums

PIERADIJUMS
1. Summa ir tadas matricas determinanta izvirzijums pec j-tas
kolonnas, kurai j-ta un k-ta kolonnas ir vienadas.

2. Summa ir tadas matricas determinanta izvirzijums péc i-tas
rindas, kurai ¢-ta un k-ta rindas ir vienadas. W
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1.3. Kombinatoriska definicija

1.3.1. Permutacijas un to sadalijumi ciklos
Definicijas

Par kopas A permutaciju sauc bijektivu (savstarpeji viennozimigu)
funkciju
c:A— A

Visu n elementu kopas {1, ...,n} permutaciju kopu apzime ar ¥,,.

Permutacijas var uzdot Sados veidos:
e attélu saraksts - o ~ [o(1),...,a(n)];

. o 1 2 n
e horizontalais pieraksts - o ~> ( o(1) o(2) .. o(n) >

e funkcionalais grafs ar vienu vai diviem kopas eksemplariem.
1.4. piemeérs. n =1 - [1].
n=2-[12], [21].
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n=3-[123], [213], [132], [321], [231], [312].

Kopa 3, var definet kompozicijas operaciju.

Permutacijas sadalijums ciklos

Permutaciju o : A — A sauc par ciklisku attelojumu vai ciklu, ja

e vainu |A| > 2 un A elementus var sakartot virkné (ay,...,a,) ta,
ka o(a;) = a;t1, o(an) = ay.

e vai arT |A] = 1 (A vienigais elements a apmierina vienadibu
o(a) = a).

1.4. teoréma. (permutacijas sadalijums ciklos) V galigas kopas A
permutacijai ¢ 3 viennozimigi noteikts A sadaljjums Ay, ..., A,, tads,
ka Vi o ka A; permutacija ir cikls.

1.5. piemers. Permutaciju var sadalit divos

2 3 4
5 4 2 3
ciklos {1,5} U{2,4,3} un apzimet ka (15)(243).
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1.3.2. Permutacijas zime
o - n elementu kopas {1,2,...,n} permutacija - o € ,,.

Pienemsim, ka o sadalijums ciklos satur m ciklus. Lielumu d(c) =
n — m sauc par o dekrementu. Lielumu

e(0) = ()% = (-1)*m

sauc par o zimi (paritati).
1.3.3. Determinanta kombinatoriska definicija

1.5. teoréma. A = [a;j], . Tad

det A = Z 6(0>a10(1)a2a(2)-~-an0(n)'
oEYX,

PIERADIJUMS Griits. B

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



2. Determinanta lietojumi

2.1. Matricas invertesana

2.1.1. Invertejamibas kriterijs

A € GL(n,k) < det A #0.

2.1.2. Inversas matricas determinants

2.1. teorema. A € GL(n, k) = det(A™!) = det(A)~".

PIERADIJUMS
AAT'=E = det(A)det(A™) =detE=1 —

1
det A7 = AT det(A)~'. H
e
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2.2. Kramera formulas

Dota kvadratveida LVS Ax = b, det A # 0.

A ; - matrica, kuru iegtist no A aizvietojot j-to kolonnu ar b.

2.2. teorema. (Kramera formulas) _ det A
4. teorema. ramera iormaulas) r; = detA'
PIERADIJUMS
Ax=b — x=A"'b=—(A?)b =
x x detA( )
— H-j A.b; 1
detA "lisb detA : det Ajib;

A, izvirzijums i-taja kolonna

- 2X, X, =4 2| -1
2.1. plemers.{ X, 45X, =7 ’A_[l 5|

(4|1 (24 X, =27/11
A= { 715 ]’A2_ { 1 7]{ X, =10/11.
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2.3. Geometriska interpretacija

2.3.1. Pamatojums
Matricas rindas/kolonnas var interpretét ka vektorus. Kas atbilst
det?

2 vektoriem plakné var konstruet paralelogramu, 3 vektoriem telpa
var konstruet paralélskaldni. Tiem ir noteikts laukums vai tilpums.

2.3.2. 2x2

2 x 2 gadijuma determinantu var interpretet ka paralelograma
laukumu.

2.3. teoréma. Doti 2 vektori ¢ = (x1,y1) un @ = (x2,y2). Paralel-
ograma, kas ir "uzvilkts” uz siem vektoriem, laukums ir S. Tad

T | @
S = |det | |.
Y1 | Y2
Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans
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PIERADIJUMS Var apskatit paralelogramu 1.kvadranta ar vir-
sotnem (07 0)7 (xlv yl)a ($27 y2)7 (lfl + T2,Y1 + y2)

S =|A- B| kur

T + +
A B2y 2t v)
2 2
S~~~ —
trijsturis trapece
T + +
B— 191 +x2y1 (Y1 +y2) .
2 2
N—~— —
trijsturis trapece

S = |A—B| = |.’I,‘1y2 —$2y1|. |

2.3.3. 3x3

3 x 3 gadijjuma determinantu var interpretet ka paralélskaldna
tilpumu.
2.4. teorema. Doti 3 vektori ¢ = (x1,y1,21), € = (22,Y2,22),
W = (x3,ys, z3). Paralelskaldpa, kas ir "uzvilkts” uz siem vektoriem,

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



tilpums ir V. Tad

1 | T2 | I3
V=|det| 1|y | ys
21 | 22 | 23

PIERADIJUMS B
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3. 8.majasdarbs

3.1. Obligatie uzdevumi

8.1 Atrast determinantus izmantojot izvirzijumu pec rindas vai kolon-

nas.
[ 4 | =2
(a) | 1] 1|4
312 1
1 x|y
M) "1 11
| 1]zt
[ al|b
alb
(c) PN
| b a
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8.2 Atrast determinantu.

a |1
1]|a]l
1| a
L1
1 |a

(Noradijums: izsakiet matricas determinantu izmantojot izvir-
zijumu peéc rindas vai kolonnas un mazaku matricu determinan-
tus).

8.3 Atrisinat LVS izmantojot Kramera formulas.
(a) { 3, —Xo, =4
2X; 45Xy =8.
X =X +2X3 =-3
(b) 2X; 43X, —6X35 =4
Xl —3X2 —2X3 =9.
8.4 Matricam A un A~*

visi elementi ir veseli skaitli. Ar ko var but
vienads det A7
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3.2. Paaugstinatas gritibas un pétnieciska rakstu-

ra uzdevumi

8.5 Atrast determinantus.

d|lal..|a
bld|..|a
(a) e e e e ;
L b | b d
[ 0]lalal..|la
alO0]0b b
(b) [ a|b |0 b
L a|b]|b 0

Saturs Sakums Beigas J

Atpakal Aizvert Pilns ekrans



	1. Determinanta ipašibas
	1.1. Determinanta izvirzijumi pec rindam un kolonnam
	1.1.1. Determinanta izvirzijums pec pirmas kolonnas
	1.1.2. Determinanta rekursiva definicija

	1.2. Izvirzijums pec patvaligas rindas vai kolonnas
	1.3. Kombinatoriska definicija
	1.3.1. Permutacijas un to sadalijumi ciklos
	1.3.2. Permutacijas zime
	1.3.3. Determinanta kombinatoriska definicija


	2. Determinanta lietojumi
	2.1. Matricas invertešana
	2.1.1. Invertejamibas kriterijs
	2.1.2. Inversas matricas determinants

	2.2. Kramera formulas
	2.3. Geometriska interpretacija
	2.3.1. Pamatojums
	2.3.2. 22
	2.3.3. 33


	3. 8.majasdarbs
	3.1. Obligatie uzdevumi
	3.2. Paaugstinatas grutibas un petnieciska rakstura uzdevumi


