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Lekcijas merkis:
e apgilit matricu determinanta jedzienu, vienkarsakas ipasibas un
aprekinasanas metodes.

Lekcijas kopsavilkums:

e var definét funkciju - determinantu, kas invertéjamai matricai
piekarto nenulles skaitli;

e var pétit determinantu Tpasibas.
Svarigakie jedzieni: determinants.
Svarigakie fakti un metodes: elementaro matricu determi-

nanti, determinanta Ipasibas, mazu izméru matricu determinantu for-
mulas, determinanta aprékinasana ar triangulacijas metodi.
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1. Matricas determinants

Kvadratveida matricam var definét un petit funkciju, kas kalpo ka
invertéjamibas indikators.

V n € N var definet determinanta funkciju
det : Mat(n, k) — k.
A — det(A).

Determinanta pamatipasiba det(A) = 0 <= A nav invertéjama.

1.1. Definicija

Determinanta defineSana ir vismaz divas pieejas:

e vesturiska pieeja - determinants tiek definets ka matricas ele-
mentu funkcija, kas paradas saucejos, risinot kvadratveida LVS.

e aksiomatiska pieeja - determinants tiek definets ka matricas ele-
mentu funkcija, kas apmierina noteiktas Tpasibas.
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1.1.1. Vesturiska pieeja

Risinot kvadratveida LVS, var ieverot, ka nezinamie ir racionalas
funkcijas no sistemas koeficientiem un brivajiem locekliem.

n=1
. . by
LVS { a11 X1 = by 3T atrisingjums, ja ay; #0: X3 = —.
ai
_ det[bl]
Varam definét det [ all ] =a; —= X1 = ——.
det[all]

n=2
. a11 X1+ a12Xo = by
Risinasim LVS Ax =b <+—
{ a1 X1 + a2 Xz = by.

@12

by

ail | an
as | azz | b

—

ai; | a2 | b 1
—
21 | A22 b2
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ai2 b1
1
ajy ai1

by
by — ag1 —
ail

a12
a2 — @21 ——
a11

0

a11b2 — biag

9
a11a22 — A12G21
biazy — ai2bs

a11022 — 12021

3 tiesi viens atrisinajums, ja aijase — ajaas; 7 0:

a1l | ai2

Varam definet det [
a1 | a2

] = Q11022 — 12021 —

det [ 21 312 ] det [ 311 21 }

X, — 2lam | 21 | b2
det { aiy | ain } det { ayr | ain }

a21 | a22 a21 | 22
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1.1. piemers. det[é i}:1~4—2-3.

n=3
Ja atkartotu risinajumu 3 x 3 LVS, iegutu sadu rezultatu:
det A,L' Kk
i , Kur
det A

det A = ai1a22a33 + a12a23a31 + 13021032 —

413022031 — A12021033 — G11023032.

1.2. piemers. det =2-1-(-1)4+(-1)-2-440-3-2

—0-1-4—(=1)-3-(=1)—2-2-2=—21.

Sada veida funkcijas det var definét visiem izmeériem n.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



1.1.2. Specialgadijumi
Mazas n vertibas
Mazam n vertibam piegemsim sadas det definicijas:
en=1— det[ a1 ] = aii;

ail | ai2

e n=2 — det
a21 | 22

} = a11G22 — G12021;

o N = 3 —
a1 | a12 | ais
det | a21 | @z | a23 | = ai1a22a33 + a12a23a31 + a13021032—
as1 | asz | ass

13022031 — 412021033 — A11A23032.
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1.1.3. Vispariga determinanta definicija
V n € N definésim n X n matricu determinanta funkciju
det : Mat(n, k) — k
ar Sadiem nosacijumiem:
1. A nav invertéjama =—> det(A) =0.
det(AB) = det(A) det(B).

Rp )=-1,Vp,q.

.@.c”t‘;.“!\-"
o
12
-+

det A var aprekinat saskana ar sadu algoritmu:
e A nav invertejama =—> det A =0;

e A ir invertejama, A = P;...P;, kur P; ir elementara matrica
=
det A = det Py...det P;.
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Japierada, ka definicija ir korekta: ja matricu var izteikt ka ele-
mentaro matricu reizinajumu divos dazados veidos, tad determinants
no ta nav atkarigs.

1.1. teorema. P;, Q, - elementaras matricas.

P,.P,= Ql"'QU - det(Pl)det(Pu) = det(Ql)...det(Qv).

PIERADIJUMS Netiek dots, griuts. W

1.2. Ipasibas

1.2.1. Pamatteorema

1.2. teorema.

1. Mainot vietam divas matricas rindas vai kolonnas, matricas de-
terminants maina zimi.

2. Reizinot matricas rindu vai kolonnu ar A, matricas determinants
jareizina ar \.
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3. Pieskaitot matricas rindai vai kolonnai citu rindu vai kolonnu,
reizinatu ar A\, determinants nemainas.

4. Trijsturveida matricas determinants ir vienads ar galvenas di-
agonales elementu reizinajumu.

5. Transponeésana nemaina determinantu.

PIERADIJUMS
1. det(RpqA) = det(AR,,) = det(R,,) det(A) = —det(A).

2. det(R,(A)A) = det(AR,())) = det(R,())) det(A) = A det(A).

3. det (Rpg(NA) = det (AR (V)] = det (Ryg())) det(A) =
det(A).

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



12

4. Apskatisim augseji trijsturveida matricu

a1 a2 ... QaAinp—1 Qin

A — 0 @22 ... A2np—1 Q2n

0 0o .. 0

Ji:ay; =0 = galveno rutinu skaits A pakapienveida forma ir
mazaks kan = r(A) <n = det(A) =0 =aj1a92...ann.

Ann

Pienemsim, ka V i : a;; # 0.
1 1 1
Veiksim REP virkni Ry (—), Ra(—),...,R(—). Teglsim augseji
a1 a22 Apn
trijstirveida matricu A’, kurai uz galvenas diagonales ir 1:
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det(A”) = det (Rl( 11)1;{2((1;) Rn(i)A) _
det (R ( 11)) det (R 22))...det (Rn(%)) det(A) =
11 1

. det(A)
a11 a22  Gpn

= det(A) = aj1a92...an, det(A).

Veicot ar A’ KEP3 "no kreisas puses uz labo” sakot ar pedejo
rindu, ieglisim vienibas matricu:
A/KlKg...Kl = En —

det(A") det(K;) det(Ka)... det(K;) = det(E,) =1 =

det(A') =1 = det(A) = aj1az2...appn.

5. A ¢ GL(n,k) < AT ¢ GL(n,k) = det(A) =0 «<—
det(AT) =0.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



14
A € GL(n,k) = A = P;...P;, kur P; ir elementaras matricas
— AT =P].P] — det(A") = det(P})...det(P7]).

Ar visu gadijumu parbaudi var parliecinaties, ka V elementarai
matricai P, izpildas det(P) = det(P?) —

det(AT) = det(P})... det(PT) = det(P))... det(P;) = det(A).H

1.2.2. Divu definiciju lidzvertiba 2 x 2 gadijuma

ail | a2
az1 | a2
ar aijase — a12a921 izmantojot otro definiciju.

Pieradisim, ka matricai A = [ ] determinants ir vienas

Gadijums a1 # 0

a a 1 |an/a
A: |: 11 12 :| _ Rl(all) |: 12/ 11 :| _
a21 | a22 a1 @22

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



(CL12/CL11)

= Ri(a11)Ri2(—a21) [ L|

det(A) = det(R1 ((111)) det(ng(fagl)) X

x det ( [ 1 ‘ 012/011 } ) = a1 X (a9 — a32a7) =

0 | az2 — asi(a12/a11)

= a11G22 — 4120217

Gadijums a1; =0

a1l | ai2 a21 | a22
A = = R12
a1 | ao2 0 | a2

det(A) = det(ng)det({ “51 ij }) -

= —@12G21 = A11G22 — (12021
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1.3. Determinanta aprekinasanas algoritmi
1.3.1. Mazu izmeéeru matricas

Jan € {1,2,3}, tad n x n matricas A determinantu var atrast
izmantojot zinamas formulas.

11210

1.3. piemers. A= | 2|1 |2

021
det(A)=1-1-142-2-040-2-2—-0-1-0—-2-2-1—-1-2-2 = —7.

1.3.2. Triangulacijas algoritms
A - n X n matrica.
det(A) var aprekinat saskana ar $adu algoritmu:
1. ar REP un KEP palidzibu parveidot A trijstirveida forma:
A —-RAK=T;
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2. atrast det(T) = t11taa...tun;
3. det(T) = det(R) det(A) det(K) —

B det(T)
det(A) = Tt (R) det(K)

(lai atrastu det(R) un det(K), jaizmanto determinanta multip-
likativa 1pasiba).

Ekvivalentais algoritma variants (soli pa solim)

1. Ar REP un KEP palidzibu parveidot A trijsturveida forma,
sekot determinanta izmainai péc katra sola:

e veicot REP1 vai KEP1 determinants maina zimi:
det(RijA) = —det .A7
det(AK”) = —det A.
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e matricai var ”iznest rindas vai kolonnas kopigo reizinataju”
- izmantot REP2:

A =R;(M)A’ — det(A) = - det(A')

e veicot REP3 determinants nemainas:
det(Rij(/\)A) =det A.

2. péc tam, kad matrica A ir parveidota trijsturveida forma, atrast
determinantu ka diagonales elementu reizinajumu.
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2. T7.majasdarbs

2.1. Obligatie uzdevumi

7.1 Atrast 2x2 matricu determinantus izmantojot summu formulas.
(a) 01102 |
Y 0408 |

1| z ]

b .

o) [

7.2 Atrast 3x 3 matricu determinantus izmantojot summu formulas.

(8] 9] 9
(a) | 4]-9]| 7 |;
778
[ 1/2|1/3 | 1/4
() | 1/3[1/4[1/5 |;
| 1/4[1/5]1/6
1lal|b
() | b|l]|a
L a|b]|1
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7.3 Atrast matricu determinantus izmantojot triangulacijas algo-

ritmu. i
5| 3
@ 525
T2 —1]2
(b)y | 2] 1 3 |;
EIERE
T2 111010
11210
© o T2 1
"0 [0 |-1]2

7.4 Kada var but 3 x 3 matricas determinanta maksimala vertiba,
ja matricas elementi pieder kopai {0, 1}.

2.2. Paaugstinatas griitibas un péetnieciska rakstu-
ra uzdevumi

7.5 Atrast matricu determinantus.
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[ 142 [ 1+22 || 1427
(a) T+ay | 14+23 | ... [ 1+28
| 14a, [1+22 [ |14
[ 1 A
n—1 1 n—2
(b) :Z: e x
| =z x? 1
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