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Lekcijas merkis:

e apgiit invertejamu matricu ipasibas un matricu invertesanas me-
todi.
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Lekcijas kopsavilkums:

e var definet matricu invertéjamibas jedzienus, kas visparina skait-
lu invertejamibu,

e matricu invertejamibas kriteriji ir saistiti ar matricas rangu,

e var pieradit vairakas invertéjamibas un neinvertejamibas 1pasi-
bas un aprakstit matricu invertésanas algoritmu.

Svarigakie jédzieni: laba/kreisa inversa matrica, kvadratveida
matricas inversa matrica.

Svarigakie fakti un metodes: inverso matricu eksistences kri-
terijs, invertéjamu matricu Ipasibas, fundamentala teoréma par in-
vertejamam matricam, kvadratveida LVS ar invertéjamam sisteémas
matricam, kvadratveida matricu invertésanas algoritms.
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1. Matricu inverteSana

Matricam var definét un pétit operacijas, kas visparina skaitlu in-

1
verteSanu a — —. leverosim, ka skaitliem a - — =1, ja a # 0.
a a

Matricu algebra:
e skaitla 1 analogs ir vienibas matrica E;

e ja ir dota matrica A, var meklet matricas, kuras reizinot ar A
no labas vai kreisas puses, iegisim vienibas matricas.

1.1. Vienpusiga invertesana
1.1.1. Definicija un 1paSibas

A ir m X n matrica.

n X m matrica Ay, ir A laba inversa matrica, ja
AA; =E,,.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



n X m matrica Ak ir A kreisa inversa matrica, ja
AxA =E,.
1.1. piezime. A, Ak un vienibas matricu izmeri ir noteikti vien-
nozimigi.
1

1.1. piemérs. A=[a],a 20 — Ax =Ap = [7}
a

1.1. teorema. A ir m X n matrica =

1. 3A, < r(A)=m,

2. 3Ax = 7r(A)=n.

PIERADIJUMS

1. A ar REP var parveidot rindu pakapienveida forma: 3 ele-
mentaru matricu reizinajums R: RA ir rindu pakapienveida matrica
ar r(A) rindam.

JA; <— AA;=E,, < RAA; =RE,, =R.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



Pienemsim, ka RA nenulles rindu skaits < m = matricai
RAA; =(RA)A,

nenulles rindu skaits arT < m (apskatot matricu reizinajumu) - pret-
runa, jo labaja pusé R nenulles rindu skaits ir m.

r(A) = m. Pieradisim, ka 3 Ap:

AA; =E,,

Pienemsim, ka Ay = [x1]...|xm] = AAL = [Axy]...|Ax,,].

Uzskatisim E,, par kolonnu bloku matricu E,,, = [e1]...|en].

Apskatisim vienadibu

[Ax1]...]AX,,] = [€1]...]em]-

Vi LVS Ax; = e; ir atrisinama, jo A pakapienveida forma ir m
galvenas rutinas = A eksiste.

2. Apgalvojums par A tiek pieradits Iidzigi apskatot A kolonnu
pakapienveida formu. W
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1.2. teorema. A ir m x n matrica, 3 Ay, 3 Ay =

1. m=n,
2. A; = Ax.
PIERADIJUMS
1. 4 AL,H Agx — T(A) =m=n.
B AA, —E,,
2.E|AL,E|AK7m—’rL:>{AKA:Em —

Ak =AxE, = Ag(AAL) = (AkA)A, =E, A, = A, B
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1.2. Kvadratveida matricu invertesSana

1.2.1. Definicija
Ja n X n matricai A 3 inversa matrica A~ = Ax = Ay, tad A

sauc par invertéjamu matricu.

Visu invertejamu n xn matricu kopu ar elementiem lauka k apzime
ar GL(n, k) (general linear group), GL(n,k) C Mat(n,n, k).

Ja kvadratveida matricai neeksisté inversa matrica, to sauc par
neinvertéjamu (singularu, degenerétu).

1.2.2. Invertejamu matricu 1paSibas

1.3. teorema.
1. E;' =E,.
-1
2. qu =R,
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3 R,()7! = Ry(y).
4. qu()‘)_l =Ry (=)

PIERADIJUMS
1.E, E, =E,.
~—

E;’'
2. Veicot REP1 divas reizes, iegtisim sakotngjo matricu —
-1
Ryy Ryy =E, = R, =Ry,

~~

:R;ql
3. Veicot REP2 virkni R,(A), Rp(§), iegisim sakotnéjo matricu

— 1 1

Ry(DRy(N) = Em — Rp(N) 7" = Ry()-
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4. Veicot REP3 virkni Rp4(A), Rpq(—A), ieglsim sakotnéjo matri-
cu —

Rpg(=ANRpg(A) = Epy = qu(/\)_l =Rypy(—A).1

1.4. teorema. (fundamentala teoréma par invertéjamam matricam)
A ir n x n matrica. Zemak dotie apgalvojumi ir logiski ekvivalenti.

1.

DA

JArL.
JAgk.

r(A) =n.
H(A) = E,.

A ir vienada ar elementaro matricu reizinajumu.

PIERADIJUMS 1., 2., 3. ir ekvivalenti saskana ar agrak pieraditu
teoremu:

JA, <= r(A)=n < FAx
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3. — 4.
r(A) =n = H(A) ir n galvenas riitinas — H(A) = E,,.

4. — 3.

r(E,) =n = r(A) =n.

3. = 5.

r(A) =n = A ar REP var parveidot par Ermita matricu E,,:
R,..RIA=R;'E, — .. — A=R;'.R/"

5. — 3.

A ir elementaro matricu reizinajums —= A =Q,;..Q, =
Q,'.Q'A=Q;'.Q;'qQ,..Q, =E,
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= A ar REP palidzibu var parverst par E, — r(A)=n. R

1.2. piemers. Parveidosim A = [%‘%] elementaro matricu reizi-
najuma.

(Rg(—1/2)R21(1)R12(—3)>A =B, —

A= R12(_3)_1R21(1)_1R2(—1/2)_1 = R12(3)R21(—1)R2(—2) —

_frjora=1]refo
A= |5t st o]
1.5. teorema. A ir invertéjama n X n matrica.
1. A~ ir noteikta viennozimigi.
2. (ATH 1= A.

1
3. (M)~ = XA*l, A #£0.
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4. B ir invertejama n X n matrica =
(AB)"' =B 'A%
(invergjamu matricu reizinajums ir invertéjam matrica)

PIERADIJUMS
1. Pienemsim, ka A 3 divas inversas matricas X,Y :

AX=AY=XA=YA=E, —
X = XE, = X(AY) = (XA)Y=E, Y =Y.

2. A Al'=E,.
~—~—
(A—l)—l

3. MA)FA ) =N 1) (AATY) =E,.

4. (AB)BT'ATH) =ABB HA ' = AA' =E,.
——
=E,
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1.2. piezime. Invertejamu matricu summa var nebiit invertejama -
GL(n, k) nav slegta attieciba uz saskaitisanu:

E, + (-E,) =0,.
Neinvertejamu matricu summa var bt invertéjama:

Ei; + Eg = Es.
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1.2.3. Kvadratveida matricas inverteSanas algoritms

Aprakstisim bloku invertésanas algoritmu (Gausa-Zordana algo-
ritmu), ar kuru var atrast invertéjamas n X n matricas A inverso
matricu A~

Algoritma pamatideja
A ir invertgjama = A ar REP var parverst Ermita matrica E,,:
Ri.RIA=E,.
——
=A-1
— A7l = R;...R; ir vienads ar REP virknes pielietosanas

rezultatu attieciba uz E,,.

Problema ir péc iespejas ertak aprekinat reizinajumu R;...R;, ko
var veikt ar atbilstosas bloku matricas palidzibu.

Algoritms
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1. Definésim bloku matricu B = [E, |A].

2. Veiksim ar B REP ta, lai otraja bloka iegutu E,,, §1 sola rezul-
tata tiks iegiita bloku matrica [X|E,], kur X = A",

1 2
-2 3

1 0|1 2
0 1(-2 3|

Ar REP virkni Ri2(2), R2(1/7), R21(—2) parveidosim o matricu

1.3. piemers. A = [ ] Konstrugjam bloku matricu

forma
3/7 =2/7|1 0
2/7 1/7 |0 1 |°
-1 | 3/7 =2/7
Redzam, ka A —[2/7 1/7 ]
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1.2.4. Matricu invertéjamibas lietojumi LVS risinasana

1.6. teorema. A ir n xn matrica. Zemak dotie apgalvojumi ir logiski
ekvivalenti.

L. 3A

2. LVS Ax = b 3 tiesi viens atrisinajums x = A~ 'b.

3. LVS Ax = 0 J tikai trivialais atrisinajums x = 0.

PIERADIJUMS

1l = 2

JA!' — AT'Ax=A"'"b — x = A"'b - viennozimigi
noteikts atrisinajums.

2 = 3
LVS Ax = b 3 viens atrisinagjums = r(A) = n = LVS
Ax = 0 3 tikai trivialais atrisinajums.

3 =1
LVS Ax = 0 3 tikai trivialais atrisindgjums = r(A) =n —
A .
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2. 6.majasdarbs

2.1. Obligatie uzdevumi

6.1 Pieradit, ka matricai

2 | =317
1 1 [5]12
4111 (7] 3

neeksiste ne laba, ne kreisa inversa matrica.

6.2 Atrast inversas matricas, ja tas eksiste:

2 | -1
@ [
2 [1]3
(b) =321,
1 (01
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111]0]0
1/1[1]0
©) 11Tt
0l0[1]1

6.3 Atrast inversas matricas:

(a) [ cosa Sma],aeR
—sina | cosa
a|0]0

W |TTalo |,aec.
0|1]a

6.4 Atrisinat kvadratveida LVS Ax = b izmantojot matricu in-
vertéSanas metodi: x = A 'b.

(a) { 2X, 43X, =1,

Xy —6Xo =-1.

Xl +3X2 +X3 = 17
b) 4 X1 —2X, +X3 =-1,

X) —X, +4X3; =-2.
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2

2131
ricu vai pieradit, ka tada neeksiste.

. . . 1 .
6.5 Atrast vismaz vienu matricas } labo inverso mat-

6.6 Kvadratveida matricu A sauc par nilpotentu, ja eksiste n € N :
A" =0.
(a) Pieradit, ka nilpotenta matrica nevar bt invertéjama.
(b) Pieradit, ka ja A ir nilpotenta, tad E + A ir invertéjama,
atrast (E+ A)~L

2.2. Paaugstinatas grutibas un péetnieciska rakstu-
ra uzdevumi

6.7 A = [ajjlmn, B = [bij]m, k. Pieradit, ka matricu vienadojums
AX = B ir atrisinams <= r(A) = r([A|B]).

6.8 Izpetit matricu vienadojuma AXC = B atrisinamibu atkariba
no matricam A, B un C.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



	1. Matricu invertešana
	1.1. Vienpusiga invertešana
	1.1.1. Definicija un ipašibas

	1.2. Kvadratveida matricu invertešana
	1.2.1. Definicija
	1.2.2. Invertejamu matricu ipašibas
	1.2.3. Kvadratveida matricas invertešanas algoritms
	1.2.4. Matricu invertejamibas lietojumi LVS risinašana


	2. 6.majasdarbs
	2.1. Obligatie uzdevumi
	2.2. Paaugstinatas grutibas un petnieciska rakstura uzdevumi


