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Lekcijas merkis:

e apglt matricu normalas formas un rangu jedzienus.

Lekcijas kopsavilkums:
e ar kolonnam var veikt kolonnu elementaros parveidojumus (KEP),

e ar REP un KEP matricu var parveidot maksimali vienkarSota
forma - normalaja forma,

e galveno rutinu skaits pakapienveida forma ir svarigs matricas
invariants - rangs, kas nemainas veicot REP un KEP.

Svarigakie jeédzieni: kolonnu elementarie parveidojumi (KEP)
un to elementaras matricas, matricas normala forma, rindu rangs,
kolonnu pakapienveida un Ermita formas, kolonnu rangs, rangs.

Svarigakie fakti un metodes: KEP 1pasibas, algoritms mat-
ricas pieveidoSanai normala forma, Ermita formas vienigums, rangu

vienadiba, normalas formas vienigums, matricas ranga 1pasibas.
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1. Matricas rangi

1.1. Matricas rindu rangs

1.1.1. Matricas Ermita formas vienigums

1.1. piezime. Matricas normalizéta pakapienveida forma nav noteik-

. . 11213 _ . N _ .
ta viennozimigi: 1506 | V& parveidot normalizetaja pakapien-

veida forma vismaz divos veidos:

° L 2 3
o112 |’
° [(1) 5{4 342 } , mainot rindas pirmaja soll.

Abas pakapienveida matricas parveidojas uz vienu Ermita matricu
110] -1
o(1| 2 |’
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1.1. teorema. Katru matricu ar REP palidzibu var parveidot uz
viennozimigi noteiktu matricu Ermita forma (matricas Ermita forma
ir viennozimigi noteikta).

PIERADILJUMS

SAKSIM MACITIES JAUNU METODI - MATEMATISKO IN-
DUKCIJU. Izmantosim matematisko indukciju ar parametru n (ko-
lonnu skaits).

Indukcijas baze n = 1 = apgalvojums ir patiess, jo Ermita

0 1
. 0 . L .
forma ir , ja matrica ir Oy, 1 vai
0 0

Indukcijas solis Pienemsim, ka apgalvojums ir patiess visam mat-
ricam, kuru kolonnu skaits ir stingri mazaks neka n un pieradisim, ka
tad apgalvojums ir patiess, ja kolonnu skaits ir vienads ar n.
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Pienemsim, ka 3 m x n matrica A, kurai ir dazadas Ermita formas
H; un H,. Sadalisim Ermita formas blokos:

H;, = [Fy k4],
H; = [Faks].

Bloki F; un F5 arT ir Ermita matricas, jo nogriezot pedejo kolonnu
Ermita matricas 1pasiba saglabajas.

Ja A = [Bjc], kur ¢ - pedgja kolonna, tad B var parveidot gan
uz Ermita formu F;, gan uz Ermita formu Fs. Saskana ar indukcijas
pienemumu F; = Fy = F.

Japierada, ka k; = ko.

Domasim par sakotnéjo matricu A ka par LVS paplasinato matri-
cu. Ir iespejami divi gadijumi.

A atbilst nesaderigai LVS.
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Tad pedeja kolonna (brivo loceklu kolonna) ir nenulles skaitlis zem
F zemakas nenulles rindas = A Ermita forma pédéja kolonna ir 1
viena noteikta vieta =— k; = k.
A atbilst saderigai LVS.
ky # ky = vismaz viena LVS vienadojuma iegusim pretrunu:
~ =~~~

no ki no ko

Matricas A Ermita formu apzimésim ar H(A).

1.1.2. Rindu ranga definicija

1.2. teorema. Matricas pakapienveida formas galveno rutinu skaits
un adreses ir noteiktas viennozimigi (neatkarigi no REP izveles).

PIERADIJUMS Matricas Ermita forma tiek iegiita no normalize-
tas pakapienveida formas veicot REP uz augsu, izmantojot jau esosas
galvenas rutinas. Sajos REP galvenas ruitinas nemainas.
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Matricas Ermita forma ir noteikta viennozimigi = galveno
rutinu skaits un adreses ir noteiktas viennozimigi. Bl

Par matricas A rindu rangu rr(A) sauc galveno rutigu skaitu jeb-
kura A pakapienveida forma.

Lai atrastu rr(A), pietiek parveidot A pakapienveida forma un
saskaitit galvenas ritinas.

1.2. Matricas kolonnu elementarie parveidojumi un
kolonnu rangs

1.2.1. Kolonnu elementarie parveidojumi

Ar matricu kolonnam var definét tris veidu kolonnu elementaros
parveidojumus (KEP) un atbilstosas elementaras matricas, kuras ie-
giist, veicot kolonnu parveidojumu matricai E,,:

e KEP1 K, - p-tas un g¢-tas kolonnas apmaina, K,; = R,q.
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e KEP2 K, ()\), A # 0 - p-tas kolonnas reizinasana ar A, K,(\) =
Ry(A)-

e KEP3 Kp()) - p-tas kolonnas reizinasana ar A un pieskaitisana

g-tajai kolonnai,

quO‘) = quO‘)T = qu()‘)-

1.1. piemérs. Kja(\) = [ (1) i\ ] =Ri2(M)T =Rar (V).
1.3. teorema.
1. KEP P ar parveidojuma matricu P atbilst matricu parveidoju-
mam L — LP.
2. KEP ir invertejami;
(a) K;ql = qu’
(b) Kp(A)~ = K, (1/X),
(c) Kpg(A)7 =Kpg(—A).

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



10

PIERADIJUMS
1. Katra gadijuma var tikt veikta tiesa parbaude.

2. Pierada lidzigi rindu parveidojumiem. B

1.2.2. Matricas kolonnu pakapienveida forma, kolonnu Er-
mita forma un kolonnu rangs

Par kolonnas nullu indeksu sauksim maksimalas nepartrauktas
nullu virknes garumu, kas sakas no augsas.

Matrica ir

e kolonnu pakapienveida forma, ja kolonnu nullu indeksi palielinas,
palielinoties kolonnas indeksam,

e kolonnu Ermita forma, ta ir kolonnu pakapienveida forma un pa
kreisi no katras galvenas ritinas ir tikai O.
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Uz §tm formam matricu var parveidot veicot tikai KEP. Atskiriba
no rindu pakapienveida formas algoritma - tiek mainiti vietam rindu
un kolonnu indeksi.

1.2. piezime. KEP ar A ir tas pats, kas REP ar AT,

1| -3 1 1 /0|0
1.2. piemers. 4 | —-12| 4 — 4 0
-3 10 | -1 -311]0

KEP virkne: Klg(g), K13(—1), K23(_2).

KEP gadijuma ir speka tadi pasi rezultati ka REP gadijuma:

e YV matricu var parveidot kolonnu pakapienveida forma,

e matricas A kolonnu Ermita forma H g (A) ir noteikta viennozi-
migi,

e galveno ritinu skaits un adreses ir noteiktas viennozimigi (ne-
atkarigi no KEP izvéles).
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Par matricas A kolonnu rangu rk(A) sauc galveno ritinu skaitu
jebkura kolonnu Ermita forma.

1.3. piemérs. rr(E,) = rk(E,).

1.3. Matricas rangs

1.3.1. Matricas normala forma

Kadus KEP var veikt ar Ermita matricu, lai iegtitu pec iespejas
vairak nullu?

m X n matrica ir normalaja forma, ja ta ir bloku matricas forma
Er ‘ Or,n—r
Om—r,r ‘ Om—r,n—r

Ja vismaz viens no matricu izmeriem ir vienads ar 0, tad uzskatam,
ka matrica ir tuksa.
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. 1 07000 1 0/0 0 0
1.4. piemers. | 0 1|0 0 0 |. 0o 1lo o0 o
0 0[O0 0 O
32{10}[00}
oo L0100

1.4. teorema. V matricu ar REP un KEP var parveidot normalaja
forma.

PIERADIJUMS Dota m x n matrica A. Parveidosim A normalaja
forma izmantojot sadu algoritmu

1. Ar REP parveidojumiem parveidosim A Ermita forma H(A).

2. Sakot no augSas ar katru galveno rutinu anulésim visus citus
nenulles elementus tas rinda veicot KEP3 ”pa labi” un parvei-
dosim H(A) par matricu B, kura tikai galveno rutinu elementi
nav 0.
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3. Veicot KEP1 parveidosim B normalaja forma

Er ‘ Onfr

N - O’m—r ‘ Om—r,n—r ..
1 3 -4 =2 1
1.5. piemers. 39 —-11 -5 | — 1

2 6 -7 =3
Parveidojumu virkne Ry2(—3), R13(—2), Ra3(—1), R21(4), K14(—2),
Ki2(=3), Kza(—1), K23.

1.3.2. Matricas rangs un ta 1paSibas

1.5. teorema.
1. VA rr(A) =rk(A).

2. Ar REP un KEP matricu var parveidot uz viennozimigi noteiktu
normalo formu (matricas normala forma ir noteikta viennozimigi).
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PIERADIJUMS. REP un KEP saglaba abus rangus - is fakts tiek
dots bez pieradijuma.

1. Ar REP un KEP A var parveidot normalaja forma, kura abi
rangi sakrit.

2. REP un KEP saglaba abus rangus = jebkuram divam dotas
matricas normalajam formam ir vienads rangs = tas sakrit. l

Matricas A normalo formu apzimésim ar N(A).
Par matricas A rangu r(A) sauc rr(A) = rk(A).

Lai atrastu matricas rangu, pietiek atrast tas rindu vai kolonnu
rangu nemot vera sadus faktus:

e visi elementarie parveidojumi saglaba rangu;
e rangs ir vienads ar galveno rutinu skaitu jebkura no sadam mat-
ricas formam:

— rindu vai kolonnu pakapienveida forma,
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— rindu vai kolonnu Ermita forma,
— normalaja forma;
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e matricu formas, kuras tiek skaititas galvenas rutinas, var bt art

ne obligati normalizetas.

1.6. teorema.

1. A -m xn matrica = r(A) < min(m,n).
2. r(AA) =7r(A), ja X #0.
3. r(A) = r(AT).

PIERA(DT)JUMS( )
r(A)=rr(A) <m .
1. r(A) =7rk(A) <n = r(A) < min(m,n).

2. A un MAA var parveidot pakapienveida forma ar vienu un to
pasu REP virkni.

3. r(A) = rk(A) = rr(AT) = r(AT). B
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2. 5.majasdarbs

2.1. Obligatie uzdevumi

5.1 Parveidot matricas kolonnu pakapienveida un kolonnu Ermita

forma.
1] 3
(@) | 0] -1
DR
[ 2| -1 1
(b) 112 | -1
| 1| -1] 2

5.2 Parveidot matricas normalaja forma. Atrast REP un KEP mat-
ricas.

() [ 1]

4.
o) | .

213
1111
1]1]1
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(c)

5.3 Atrast
[ —12

(a)

(b)
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0
0
1

0
1
0
0

0

~lololo
I
—_

matricu rangus.

3

-3
-2

-1

1

2
1
1

-2

0

5.4 Atrast matricu rangus atkariba no parametriem.

(b)

(%

1

B

a+ 0

=IO O
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2.2. Paaugstinatas griitibas un petnieciska rakstu-
ra uzdevumi

5.5 Pieradit nevienadibas
(a) 7(A)+7r(B) —n <r(AB) < min (r(A),r(B)), kurn - A
rindu skaits;
(b) (A +B) <r(A)+rB);
(c) r([AIB]) < r(A) +r(B).

5.6 Pieradit, ka ¥V m x n matricu A : r(A) = 1, var izteikt forma
A = KR, kur K ir m x 1 matrica (kolonna), R ir 1 x n matrica
(rinda). Atrast K un R, ja ir dota A.

5.7 Dots, ka r(A) = r. Pieradit, ka

(a) A var izteikt ka r matricu summu, kuram rangs ir 1,

(b) A nevar izteikt ka mazak ka r matricu summu, kuram
rangs ir 1.
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5.8 Atrast rangu matricai

a1b1 a162 albn
a261 a2b2 agbn
anbl anbg anbn

5.9 Matricu sauc par kvazinormalu, ja ta ir forma

R,.()) ‘ O,
Omfr ‘ Omfr,nfr
(a) Pieradit, ka jebkuru matricu var parveidot kvazinormala
forma veicot tikai REP3 un KEP3.
(b) Pieradit, ka kvadratveida matricu ar pilnu rangu var par-
veidot kvazinormala forma veicot tikai REP3.

£ 0.

5.10 Telpa ir dotas 4 taisnes. Kados gadijumos eksiste kada taisne,
kas krusto visas 4 dotas taisnes?
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