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2. 4.mājasdarbs 18
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• ar rindu elementārajiem pārveidojumiem matricas var pārveidot
formās, kuras var izmantot LVS risināšanā.

Svar̄ıgākie jēdzieni: matricas pakāpienveida forma, normalizē-
ta pakāpienveida forma, galvenās rūtiņas, galvenie nezināmie, br̄ıvie
nezināmie, vispār̄ıgais atrisinājums, partikulārais atrisinājums.

Svar̄ıgākie fakti un metodes: algoritms matricas pārveidošanai
pakāpienveida formā, Gausa metode, algoritms matricas pārveidoša-
nai Ermita formā, Gausa-Ermita metode, LVS atrisinājumu ı̄paš̄ıbas.
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1. Lineāru vienādojumu sistēmu risināša-
na

1.1. Gausa metode

1.1.1. Matricas un LVS pakāpienveida forma

Par matricas rindas nuļlu indeksu sauc nepārtrauktas nuļļu virknes
garumu, kas sākas no rindas kreisās malas.

1.1. piemērs. Rindai [0|0|3|1] nuļļu indekss ir 2. Rindai [1|2|4|2]
nuļļu indekss ir 0.

Matrica ir pakāpienveida formā, ja tās rindu nuļļu indeksu virkne
ir augoša. Citiem vārdiem sakot, šādai matricai nuļļu virknes, kas
sākas rindas augšējā kreisajā stūr̄ı, kļūst arvien garākas.

1.2. piemērs.




3 4
0 2
0 0


,




2 −1 0 1 0
0 0 3 −6 4
0 0 0 0 −1



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Pakāpienveida matricas katras rindas pirmās rūtiņās no kreisās
puses, kurās ir nenulles elementi, sauc par galvenajām rūtiņām.

Pakāpienveida matrica, kurai visu galveno rūtiņu elementi ir vie-
nādi ar 1, ir normalizētā pakāpienveida formā.

1.3. piemērs.




1 4
0 1
0 0


,




1 −1 0 1 0
0 0 1 −6 4
0 0 0 0 1




LVS sistēmas matrica vai paplašinātā matrica ir normalizētā pa-
kāpienveida formā =⇒

• katrs nākamais LVS vienādojums satur mazāk nezināmo nekā
iepriekšējais - daži nezināmie tiek izslēgti un

• pirmais nenulles koeficients no kreisās malas katrā vienādojumā
ir 1.

LVS šādā formā šķiet ērtākas risināšanā, jo var mēǧināt sākt risi-
nāšanas procesu ar tiem vienādojumiem, kas satur mazāk nezināmo.
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1.4. piemērs.





X1 −X2 +3X3 +2X4 = 1
4X1 −4X2 +13X3 +10X4 = 5
3X1 −3X2 +10X3 +9X4 = 8

−→





X1 −X2 +3X3 +2X4 = 1
X3 +2X4 = 1

X4 = 4

1.1. teorēma. ∀ matricu ar REP var pārveidot normalizētajā pakā-
pienveida formā.

PIERĀDĪJUMS Pierād̄ısim teorēmu konstrukt̄ıvi - aprakst̄ısim al-
goritmu, ar kura pal̄ıdz̄ıbu ∀ matricu L var pārveidot normalizētajā
pakāpienveida formā.

Algoritma realizācijas gaitā ar EP pal̄ıdz̄ıbu tiek main̄ıti matricas
elementi.
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Algoritma apraksts:
• atrodam pirmo kolonnu no kreisās puses, kurā ir vismaz viens

nenulles elements, ar REP1 pārvietojam to uz augšējo stūri,
ar REP2 pārveidojam par 1, nosaucam par 1.galveno rūtiņu,
ar REP3 anulējam ar to visus elementus zem tās, pārejam uz
apakšmatricu par vienu rindu zemāk, ...,

• atkārtojam aprakst̄ıtās darb̄ıbas tik ilgi, kamēr kārtējā apakš-
matrica nav nulles matrica vai tukša. ¥

1.1. piez̄ıme. ∀ REP P var realizēt ar matricu reizināšanas pal̄ıdz̄ıbu
=⇒ ∀ matricai A ∃ elementāras matricas P1, ...,Pk:

Pk · ... ·P1 ·A ir pakāpienveida formā.

1.1.2. Algoritms

Viena no senākajām LVS risināšanas metodēm, Gausa (C.F.Gauß)
metode, sastāv no šādiem soļiem:
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1. Pārveidojam LVS paplašināto matricu L normalizētā pakāpien-
veida formā L̃.

2. Pārrakstām iepriekšējā sol̄ı iegūto matricu L̃ LVS veidā. Papla-
šinātās matricas rindas, kas satur tikai nulles, tiek ignorētas.

3. Nezināmos, kuru indeksi sakr̄ıt ar galveno rūtiņu kolonnu nu-
muriem, saucam par galvenajiem nezināmajiem, pārējos - par
br̄ıvajiem nezināmajiem.

4. Izsakām galvenos nezināmos, izmantojot br̄ıvos nezināmos, ejot
no pēdējā galvenā nezināmā l̄ıdz pirmajam. LVS atrisinājumu
kopa ir visas skaitļu virknes, kurās br̄ıvie nezināmie ir neatkar̄ıgi
parametri (var pieņemt jebkuras vērt̄ıbas) un galvenie nezināmie
ir izteikti, izmantojot br̄ıvos nezināmos.

1.5. piemērs. Atrisināsim ar Gausa metodi LVS



X1 −X2 −2X3 −4X4 −3X5 = −1
X1 −X2 +2X4 −X5 = 1
2X1 −2X2 −3X3 −5X4 −7X5 = −5.
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9

Ar REP R13(−2), R12(−1), R2(1/2), R23(−1), R3(−1/2) paplaši-
nāto matricu var pārveidot normalizētā pakāpienveida formā


1 −1 −2 −4 −3 −1
0 0 1 3 1 1
0 0 0 0 1 2


 ,

kas atbilst LVS




X1 −X2 −2X3 −4X4 −3X5 = −1
X3 +3X4 +X5 = 1

X5 = 2.

Risinot šo LVS sākot no pēdējā vienādojuma, iegūsim

X5 = 2,

X3 = 1−X5 − 3X4 = −1− 3X4,

X1 = −1 + X2 + 2X3 + 4X4 + X5 =
−1 + X2 + 2(−1− 3X4) + 4X4 + 6 = 3 + X2 − 2X4.
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LVS risināšanā ir iespējami tr̄ıs dažādi gad̄ıjumi:
• galvenā rūtiņa pēdējā rindā - LVS satur vienādojumu 0 = 1

- LVS nav atrisinājumu (atrisinājumu kopa ir tukša, LVS nav
sader̄ıga),

• ja LVS ir sader̄ıga, un tai nav br̄ıvo nezināmo, tad tai ir viens
atrisinājums (LVS ir viennoz̄ımı̄gi atrisināma),

• ja LVS ir sader̄ıga, un tai ir br̄ıvie nezināmie, tad tai ir bez-
gal̄ıgi daudz atrisinājumu (atrisinājumu kopa ir bezgal̄ıga), for-
mulu sistēma, kas apraksta galvenos nezināmos kā funkcijas no
br̄ıvajiem nezināmajiem, sauc par LVS vispār̄ıgo atrisinājumu,
piešķirot br̄ıvajiem nezināmajiem konkrētas vērt̄ıbas, iegūst par-
tikulāru atrisinājumu.

1.2. teorēma.
Ar Gausa metodi tiek atrasti visi LVS atrisinājumi.
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PIERĀDĪJUMS.
Sistēmas ar paplašinātajām matricām L un L̃ ir ekvivalentas.

Katra skaitļu virkne, kas tiek atrasta ar Gausa metodi, ir LVS
atrisinājums, jo tā apmierina visus vienādojumus.

Ja virkne ir LVS atrisinājums, tad tā apmierina visus pakāpienvei-
da LVS vienādojumus, tāpēc tā pieder ar Gausa metodi iegūto virkņu
kopai. ¥

1.2. Gausa-Ermita metode

Vai nav iespējams turpināt nezināmo izslēgšanu pat pēc LVS pa-
kāpienveida formas iegūšanas?

Kādus rindu EP vēl var veikt ar pakāpienveida matricu, lai to
”nesabojātu” un iegūtu vairāk nuļļu (izslēgtu vairāk nezināmo)?
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1.2.1. Matricas un LVS Ermita forma

Matrica ir Ermita formā (Hermite), ja
• tā ir normalizētajā pakāpienveida formā,

• virs katras galvenās rūtiņas esošajās rūtiņās ir tikai 0.

LVS paplašinātā matrica ir Ermita formā =⇒ katrs galvenais
nezināmais tiek izslēgts no visiem vienādojumiem, izņemot vienu.

1.6. piemērs. Jebkura diagonāla matrica, vien̄ıbas matricas Em.


1 ? 0 0 ?
0 0 1 0 ?
0 0 0 1 ?


.

1.3. teorēma. ∀ matricu ar REP var pārveidot Ermita formā.

PIERĀDĪJUMS Pierād̄ısim teorēmu konstrukt̄ıvi - aprakst̄ısim al-
goritmu, ar kura pal̄ıdz̄ıbu jebkuru matricu L var pārveidot Ermita
formā.
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1.solis Pārveidojam L normalizētajā pakāpienveida formā L̃.

2.solis Veicot REP3 ”uz augšu”, anulējam nenulles elementus virs
galvenajām rūtiņām, pārveidojot L̃ Ermita formā LE .¥

1.2. piez̄ıme. ∀ REP P var realizēt ar matricu reizināšanas pal̄ıdz̄ıbu
=⇒ ∀ matricai A ∃ elementāras matricas P1, ...,Pk:

Pk · ... ·P1 ·A ir Ermita formā.

1.2.2. Algoritms

Tāds pats kā Gausa metodē.

Gausa-Ermita metodē galvenos nezināmos ir vieglāk izteikt kā
funkcijas no br̄ıvajiem nezināmajiem.
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1.7. piemērs. Atrisināsim ar Gausa-Ermita metodi LVS



X1 −X2 −2X3 −4X4 −3X5 = −1
X1 −X2 +2X4 −X5 = 1
2X1 −2X2 −3X3 −5X4 −7X5 = −5.

Ar REP R13(−2), R12(−1), R2(1/2), R23(−1), R3(−1/2), R21(2),
R31(1), R32(−1) paplašināto matricu var pārveidot Ermita formā




1 −1 0 2 0 3
0 0 1 3 0 −1
0 0 0 0 1 2


 ,

kas atbilst LVS




X1 −X2 +2X4 = 3
X3 +3X4 = −1

X5 = 2.
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Risinot šo LVS sākot no pēdējā vienādojuma, iegūsim

x =




3 + X2 − 2X4

X2

−1− 3X4

X4

2




.

1.4. teorēma.
Ar Gausa-Ermita metodi tiek atrasti visi LVS atrisinājumi.

PIERĀDĪJUMS. Tāds pats kā Gausa metodē. ¥

1.3. LVS atrisinājumu ı̄paš̄ıbas

1.5. teorēma.
1. LVS ir sader̄ıga ⇐⇒ normalizētā pakāpienveida forma nesa-

tur vienādojumu 0 = 1 (paplašinātajā matricā pēdējā kolonna
nesatur galveno rūtiņu).
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2. LVS ir sader̄ıga =⇒ br̄ıvajiem nezināmajiem var tikt piešķirtas
patvaļ̄ıgas vērt̄ıbas.

3.
(

LVS ir sader̄ıga
)

=⇒
(

LVS ∃ viens atrisinājums ⇐⇒
galveno nezināmo skaits ir vienāds ar vienādojumu skaitu

)
.

4. Homogēnai LVS ∃ netriviāls atrisinājums ⇐⇒ galveno nezinā-
mo skaits ir mazāks nekā nezināmo skaits.

5. m < n =⇒ homogēnai LVS ∃ netriviāls atrisinājums.

PIERĀDĪJUMS.
1. LVS satur vienādojumu 0 = 1 =⇒ LVS ir nesader̄ıga.

Normalizētajā pakāpienveida formā LVS nesatur vienādojumu 0 =
1 =⇒ galvenos nezināmos var izteikt kā funkcijas no br̄ıvajiem
nezināmajiem un br̄ıvajiem nezināmajiem var piešķirt patvaļ̄ıgas vērt̄ıbas.

2. Br̄ıvos nezināmos nesaista nekādi nosac̄ıjumi. LVS būs ap-
mierināta, ja to vērt̄ıbas būs patvaļ̄ıgas.
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3. Ja LVS ir tikai viens atrisinājums, tad nav br̄ıvo nezināmo un
vienādojumu skaits ir vienāds as nezināmo skaitu - m = n.

Ja nav neviena br̄ıvā nezināmā, tad visi galvenie nezināmie ir vien-
noz̄ımı̄gi noteikti.

4. Homogēna LVS vienmēr ir sader̄ıga - eksistē triviālais atrisinā-
jums 


0
...
0


 .

Homogēnai LVS ∃ netriviāls atrisinājums ⇐⇒ ∃ vismaz viens
br̄ıvais nezināmais ⇐⇒ galveno nezināmo skaits ir mazāks nekā
nezināmo skaits.

5. m < n =⇒ ∃ vismaz viens br̄ıvais nezināmais. ¥
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2. 4.mājasdarbs

2.1. Obligātie uzdevumi

4.1 Pārveidot matricas normalizētā pakāpienveida formā.

(a)
[

1 2 −1
3 4 −9

]

(b)




2 1 0
−1 2 1
0 −1 2




4.2 Atrisināt LVS ar Gausa metodi.

(a)





X1 +3X2 +X3 = 2
X1 +6X2 +X3 = −1
4X1 +7X2 +2X3 = 1

(b)





3X1 +6X2 −3X3 = 12
2X1 +4X2 −4X3 = 0
X1 +2X2 +X3 = 12
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(c)





3X1 +18X2 +6X3 = 0
X1 +6X2 +4X3 = −6
2X1 +12X2 +3X3 = 0

4.3 Pārveidot matricas Ermita formā.

(a)
[

1 2 −3
4 −4 3

]

(b)




1 −1 1
−1 0 −1
1 −1 1




4.4 Atrisināt LVS ar Gausa-Ermita metodi.

(a)
{

X1 −3X2 −X3 +X4 = −5
3X1 −9X2 +9X4 = 3

(b)





2X1 +X2 = 1
X1 +2X2 +X3 = 1

X2 +2X3 +X4 = 1
X3 +2X4 = 1

4.5 Atrisināt LVS ar parametriem, izpēt̄ıt atrisinājumu kopu atka-
r̄ıbu no parametriem.
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(a)
{

X1 +2X2 = 3
2X1 +4X2 = α.

(b)
{

X1 −X2 +αX3 = 0
X1 −βX2 +2γX3 = 0.

2.2. Paaugstinātas grūt̄ıbas un pētnieciska rakstu-
ra uzdevumi

4.6 Pārveidot Ermita formā.
(a) A = [ai+j ]n,n, a ∈ R.
(b) A = Rn−1,n...R34R23R12.
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