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e apgut LVS risinasanas metodes - Gausa un Gausa-Ermita metodi.
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e ar rindu elementarajiem parveidojumiem matricas var parveidot
formas, kuras var izmantot LVS risinasana.

Svarigakie jedzieni: matricas pakapienveida forma, normalize-
ta pakapienveida forma, galvenas rutinas, galvenie nezinamie, brivie
nezinamie, visparigais atrisinajums, partikularais atrisinajums.

Svarigakie fakti un metodes: algoritms matricas parveidoSanai

pakapienveida forma, Gausa metode, algoritms matricas parveidosa-
nai Ermita forma, Gausa-Ermita metode, LVS atrisinajumu ipasibas.
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1. Linearu vienadojumu sistemu risinasa-
na

1.1. Gausa metode

1.1.1. Matricas un LVS pakapienveida forma

Par matricas rindas nullu indeksu sauc nepartrauktas nullu virknes
garumu, kas sakas no rindas kreisas malas.

1.1. piemers. Rindai [0]0|3|1] nullu indekss ir 2. Rindai [1]2|4|2]
nullu indekss ir 0.

Matrica ir pakapienveida forma, ja tas rindu nullu indeksu virkne
ir augosa. Citiem vardiem sakot, $adai matricai nullu virknes, kas
sakas rindas augseja kreisaja sturt, klust arvien garakas.

3 4 2 -1 0 1 0

1.2. piemers. m, 0 0|3 -6 4
0 0 0 0 0 0 |-1
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Pakapienveida matricas katras rindas pirmas rutinas no kreisas
puses, kuras ir nenulles elementi, sauc par galvenajam ritinam.

Pakapienveida matrica, kurai visu galveno rutinu elementi ir vie-
nadi ar 1, ir normalizéta pakapienveida forma.

(1] 4 1] -1 0 1 o0

1.3. piemers. 0 1 0 0 -6 4

0 0 o 0 o0 o |[1]

LVS sistemas matrica vai paplasinata matrica ir normalizeta pa-
kapienveida forma —

e katrs nakamais LVS vienadojums satur mazak nezinamo neka
ieprieksgjais - dazi nezinamie tiek izslégti un

e pirmais nenulles koeficients no kreisas malas katra vienadojuma
ir 1.

LVS sada forma skiet ertakas risinasana, jo var meginat sakt risi-
nasanas procesu ar tiem vienadojumiem, kas satur mazak nezinamo.
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X1 Xy 43Xz 42Xy =1
1.4. piemers. 4X, —-4Xy, +13X3 410Xy =5 —
3X; —-3Xo +10X3 +9X, =38

X, —Xy 43X3; 42X, =1
X; 42X, =1
X, =4

1.1. teorema. YV matricu ar REP var parveidot normalizétaja paka-
pienveida forma.

PIERADIJUMS Pieradisim teoremu konstruktivi - aprakstisim al-
goritmu, ar kura palidzibu V matricu L var parveidot normalizetaja
pakapienveida forma.

Algoritma realizacijas gaita ar EP palidzibu tiek mainiti matricas
elementi.
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Algoritma apraksts:

e atrodam pirmo kolonnu no kreisas puses, kura ir vismaz viens
nenulles elements, ar REP1 parvietojam to uz augsejo sturi,
ar REP2 parveidojam par 1, nosaucam par 1.galveno riitinu,
ar REP3 anulejam ar to visus elementus zem tas, parejam uz
apakSmatricu par vienu rindu zemak, ...,

e atkartojam aprakstitas darbibas tik ilgi, kamer karteja apaks-
matrica nav nulles matrica vai tuksa. l

1.1. piezime. VY REP P var realizet ar matricu reizinasanas palidzibu
—> V matricai A 3 elementaras matricas P, ..., Pg:

Py -...- Py - A ir pakapienveida forma.

1.1.2. Algoritms

Viena no senakajam LVS risindsanas metodém, Gausa (C.F.Gau8)
metode, sastav no Sadiem soliem:
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1. Parveidojam LVS paplaSinato matricu L normalizeta pakapien-
veida forma L.

2. Parrakstam ieprieksgja soli iegtito matricu L LVS veida. Papla-
Sinatas matricas rindas, kas satur tikai nulles, tiek ignoretas.

3. Nezinamos, kuru indeksi sakrit ar galveno rutinu kolonnu nu-
muriem, saucam par galvenajiem nezinamajiem, paré€jos - par
brivajiem nezinamajiem.

4. Izsakam galvenos nezinamos, izmantojot brivos nezinamos, ejot
no pedeja galvena nezinama lidz pirmajam. LVS atrisinajumu
kopa ir visas skaitlu virknes, kuras brivie nezinamie ir neatkarigi
parametri (var pienemt jebkuras vertibas) un galvenie nezinamie
ir izteikti, izmantojot brivos nezinamos.

1.5. piemers. Atrisinasim ar Gausa metodi LVS

X1 —-X» —-2X3 —4X, -3X; =-1
X1 —Xe +2X, -X; =1
2X, —-2X, —-3X3 —-5X, —-7Xs = 5.
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Ar REP R13(72), ng(fl), R2(1/2), R23(*1), Rg(*]./?) paplaéi—
nato matricu var parveidot normalizeta pakapienveida forma

1 -1 -2 —4 -3 -1

1 3

kas atbilst LVS

Xy —X, —2X3 —-4Xy -3X; =-1
X3 43Xy +X; =1
X5 =2.
Risinot so LVS sakot no pédeja vienadojuma, iegiisim
X5 =2,

Xy=1-X5—3X,=—1-3Xy,

X = —1+4 Xo 4 2Xs5 +4X, + X5 =
—14 Xo +2(—1 —3X,) +4X4 46 = 3+ Xy — 2X,.
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LVS risinasana ir iespéjami tris dazadi gadijumi:
e galvena rutina pedeja rinda - LVS satur vienadojumu 0 = 1
- LVS nav atrisinajumu (atrisinajumu kopa ir tuksa, LVS nav
saderiga),

e ja LVS ir saderiga, un tai nav brivo nezinamo, tad tai ir viens
atrisinajums (LVS ir viennozimigi atrisinama),

e ja LVS ir saderiga, un tai ir brivie nezinamie, tad tai ir bez-
galigi daudz atrisinajumu (atrisinadjumu kopa ir bezgaliga), for-
mulu sistema, kas apraksta galvenos nezinamos ka funkcijas no
brivajiem nezinamajiem, sauc par LVS visparigo atrisinajumu,
pieskirot brivajiem nezinamajiem konkretas vertibas, iegtist par-
tikularu atrisinajumu.

1.2. teorema.
Ar Gausa metodi tiek atrasti visi LVS atrisinajumi.
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PIERADIJUMS.

Sistémas ar paplasinatajam matricam L un L ir ekvivalentas.

Katra skaitlu virkne, kas tiek atrasta ar Gausa metodi, ir LVS
atrisinajums, jo ta apmierina visus vienadojumus.

Ja virkne ir LVS atrisinajums, tad ta apmierina visus pakapienvei-
da LVS vienadojumus, tapéc ta pieder ar Gausa metodi iegtito virknu
kopai.

1.2. Gausa-Ermita metode

Vai nav iespejams turpinat nezinamo izslegsanu pat pec LVS pa-
kapienveida formas iegtiSanas?

Kadus rindu EP vel var veikt ar pakapienveida matricu, lai to
"nesabojatu” un iegiitu vairak nullu (izslegtu vairak nezinamo)?
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1.2.1. Matricas un LVS Ermita forma
Matrica ir Ermita forma (Hermite), ja
e ta ir normalizetaja pakapienveida forma,

e virs katras galvenas riuitinas esosajas rutinas ir tikai 0.

LVS paplasinata matrica ir Ermita forma = katrs galvenais
nezinamais tiek izslégts no visiem vienadojumiem, iznemot vienu.

1.6. piemers. Jebkura diagonala matrica, vienibas matricas E,,.
1 x 0 0 %

0 0|1 0 %

00 0|1 %

1.3. teoréma. V matricu ar REP var parveidot Ermita forma.

PIERADIJUMS Pieradisim teoremu konstruktivi - aprakstisim al-
goritmu, ar kura palidzibu jebkuru matricu L var parveidot Ermita
forma.
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1.solis Parveidojam L normalizétaja pakapienveida forma L.

2.s0lis Veicot REP3 ”uz augsu”, anulejam nenulles elementus virs

galvenajam rutinam, parveidojot L Ermita forma Lg.H

1.2. piezime. V REP P var realizet ar matricu reizinasanas palidzibu
—> V matricai A 3 elementaras matricas P, ..., Pg:

Py -...- Py - A ir Ermita forma.

1.2.2. Algoritms

Tads pats ka Gausa metode.

Gausa-Ermita metode galvenos nezinamos ir vieglak izteikt ka
funkcijas no brivajiem nezinamajiem.
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1.7. piemers. Atrisinasim ar Gausa-Ermita metodi LVS

X, —X, —2X3 —4X, -3X; ——1
X1 .0 +2Xys —Xj5 =1
2X1 —2X2 —3X3 —5X4 —7X5 = —5.

Ar REP Ry3(—2), R1a(—1), R2(1/2), Raz(—1), R3(—1/2), R21(2),
R31(1), R32(—1) paplasinato matricu var parveidot Ermita forma

1 -1 0 2 0 3

kas atbilst LVS
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Risinot $o LVS sakot no pédéja vienadojuma, iegiisim
3+ X0 —2Xy
Xo
X = -1 - 3X4
Xy
2

1.4. teorema.
Ar Gausa-Ermita metodi tiek atrasti visi LVS atrisinajumi.

PIERADIJUMS. Tads pats ka Gausa metode. W

1.3. LVS atrisinajumu 1pasibas

1.5. teorema.

1. LVS ir saderiga <= normalizeta pakapienveida forma nesa-
tur vienadojumu 0 = 1 (paplasinataja matrica pedéja kolonna
nesatur galveno riitinu).
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2. LVS ir saderiga = brivajiem nezinamajiem var tikt pieskirtas
patvaligas vertibas.

3. ( LVS ir saderiga ) == ( LVS dJ viens atrisinajums <=

galveno nezinamo skaits ir vienads ar vienadojumu skaitu )

4. Homogenai LVS 3 netrivials atrisinajums <= galveno nezina-
mo skaits ir mazaks neka nezinamo skaits.

5. m <n = homogénai LVS 3 netrivials atrisinajums.

PIERADIJUMS.
1. LVS satur vienadojumu 0 =1 = LVS ir nesaderiga.

Normalizetaja pakapienveida forma LVS nesatur vienadojumu 0 =
1 = galvenos nezinamos var izteikt ka funkcijas no brivajiem
nezinamajiem un brivajiem nezinamajiem var pieskirt patvaligas vertibas.

2. Brivos nezinamos nesaista nekadi nosacijumi. LVS bius ap-
mierinata, ja to vertibas bus patvaligas.
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3. Ja LVS ir tikai viens atrisinajums, tad nav brivo nezinamo un

vienadojumu skaits ir vienads as nezinamo skaitu - m = n.

Ja nav neviena briva nezinama, tad visi galvenie nezinamie ir vien-
nozimigi noteikti.

4. Homogeéna LVS vienmer ir saderiga - eksisté trivialais atrisina-
jums
0
0
Homogenai LVS 3 netrivials atrisinajums <= 3 vismaz viens

brivais nezinamais <= galveno nezinamo skaits ir mazaks neka
nezinamo skaits.

5. m <n — d vismaz viens brivais nezinamais.
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2. 4.majasdarbs

2.1. Obligatie uzdevumi

4.1 Parveidot matricas normalizeta pakapienveida forma.

112 -1
(&) [3 4 —9]
2 110
(b) -1 2|1
0 |—-1|2
4.2 Atrisinat LVS ar Gausa metodi.
X, +3Xe, +X3 =2
(a) X1 +6X2 +X3 =—-1

4X, 47Xy +2X3; =1
3X; 46Xo —3X; =12
(b) { 2X; +4X, —4X3; =0
X1 42Xo +X3 =12
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3X; +18Xs, +6X3 =0
(C) X1 +6X2 +4X3 =—6
2X, +12X, +3X3 =0

4.3 Parveidot matricas Ermita forma.

1] 2 | -3
(&) [4 —4[ 3 }
1 |-1] 1
) | =1] 0 [ -1
1 |-1] 1
4.4 Atrisinat LVS ar Gausa-Ermita metodi.
(a){ X -3X; X3 +X4, =-5
3X1 —9X, 49X, =3
2X:1 +X, =1
(b) X1 12X, +Xj3 =1
Xy +2X3 +Xy =1

X; +2X, =1

4.5 Atrisinat LVS ar parametriem, izpeétit atrisinajumu kopu atka-
ribu no parametriem.
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(a) { Xy 42X, =3
2X1 +4X2 = Q.

(b) { X1 7X2 +OéX3 =0
X1 —ﬂXz +2’)’X3 =0.

Paaugstinatas griitibas un péetnieciska rakstu-

2.2.
ra uzdevumi
4.6 Parveidot Ermita forma.

(a) A= [ai+j]n,n7 a€R.
(b) A =Ry _1,..R3RosR1o.
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