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Lekcijas merkis:
e apgit linearo vienadojumu sistemu (LVS) pamatfaktus,

e apgut LVS vienkarsosanas parveidojumus - elementaros parvei-
dojumus,

e apgut matricu algebras pielietosanu LVS vienkarsosana.

Lekcijas kopsavilkums:
e LVS var uzdot vairakos veidos,

e var definét tris veidu parveidojumus, kas maina LVS datus, ne-
mainot to atrisinajumu kopas,
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e LVS elementaros parveidojumus var uzdot ar matricu reizinasa-
nas palidzibu.

Svarigakie jedzieni: linears vienadojums, LVS, LVS visparigais,
matricu un kolonnu pieraksti, LVS atrisinajumu kopa, LVS elementarie
parveidojumi, LVS elementaro parveidojumu matricas.

Svarigakie fakti un metodes: elementaro parveidojumu ipasi-

bas un to realizacija ar matricu reizinasanu, elementaro parveidojumu
invertesana, elementaro parveidojumu virknu ipasibas.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



1. Linearu vienadojumu sistemas

1.1. Ievads

1.1.1. Definicijas un apzime&jumi

k - lauks (pieméram, Q, R, C, Fy). Par linearu vienadojumu at-
tieciba uz nezinamajiem X1, Xa, ..., X, lauka k sauc vienadojumu

ale + a2X2 + ...+ aan + ag = 0

vai
a1 X1+ aXo+ ... +a,X, =0b, kur ay,...,a,,a0,b € k.
Jda,#0 =
1
Xp = 7(1) - a1X1 e — ap,lXp,l - G,p+1Xp+1 — e — aan)

ap
Nezinamo X, ..., Xp_1, Xp41, ..., Xy, vertibas var izveleties patvaligi.
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Vienadojumu sistemu
an X1 HapeXe +.. FapX, =b

a1 X1 +am2Xe .. FapnX, = bm

sauc par linearu vienadojumu sistému (LVS).

Xi+ Xo+ X3 =0
1.1. piemers. X1+ 2Xo =3
—Xo+ 4X3 =2

1.2. LVS pieraksta veidi

1.2.1. LVS visparigais pieraksts

Par LVS visparigo pierakstu sauc sistému
anX1 +aeXe +.. 4anX, =0bh

alel +am2X2 +... +aman = bma
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kur
e X, - nezinamie,
e a;; - koeficienti,

e b; - brivie locekli.
Ja b; =0, V1, tad LVS sauc par homogenu LVS.
Ja n =m, tad LVS sauc par kvadratveida LVS.

Ja nezinamo skaits ir neliels (ne vairak ka 5), tad tos var apzimét
ar burtiem bez indeksiem - X,Y,Z u.c., kurus matematika tradicionali
izmanto nezinamo lielumu apzimesanai.

1.2.2. LVS matricu pieraksts
V LVS sistémai
anX1  HaeXe +.. FapnX, =b
a1 X1 +m2Xa ... FapnX, =by
Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



definesim 3 matricas:

ail A1n
e sistémas matrica ir m X n matrica: A =
Am1 | - | Omn
X1
e nezinamo kolonnas matrica x = 1,
Xn
by
e brivo loceklu kolonnas matrica b= | ...
by,

LVS ir lidzvertiga LVS matricu vienadojumam
Ax =b.
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1.2.3. LVS paplasinatas matricas pieraksts
LVS L
anX1 4aXe +.. FapnX, =b
alel +am2X2 +... +aman = bm
paplasinata matrica L ir m x (n + 1) matrica

aill A1n b1
L= e e e | e | =TAD].
Aml o Qmn | bm
Paplasinatas matricas pieraksts ir matricu pieraksta variants, kas
dazas situacijas ir ertaks.

1.2. piemers. Sistémai
X1+ Xo+ X3 =0
X+ 2X, -3
“Xot+ 4X3 =2
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= O =
N WO

1 1
atbilst paplaginata matrica L= | 1 2
0 -1

1.2.4. LVS kolonnu pieraksts (kolonnu aina)
Par LVS Ax = b kolonnu pierakstu sauc matricu vienadibu

a11 a12 A1n
X1 + X + ...+ X, =b.
am1 Am?2 Amn

1.3. piemers. Sistemai

X, +Xo +X3 =0
X, 42X =3
Xy +4X; =-2

atbilst kolonnu pieraksts
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1 1 1 0
Xl 1| +X| 2 |+x5l0]=] 3
0 ~1 4 )

1.3. LVS atrisinajumi
Par LVS
a11X1 + a12X2 + ...+ alan = b1
am1X1 + amng + ...+ (Zman = bm

atrisinajumu sauksim skaitlu (lauka elementu) virkni (29, ..., 22) tadu,
ka, ievietojot X; vieta 2, V 4, katra sistémas vienadojuma vieta iegfist
skaitlu (lauka elementu) vienadibu.

Ja S; ir i-ta vienadojuma atrisinajumu kopa, tad LVS atrisinajumu
kopa ir SN ST N...NSy,.
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Atrisinat LVS nozimé atrast tas atrisinajumu kopu - atrast visus
atrisinajumus.

LVS - saderiga, ja tai eksiste vismaz viens atrisinajums - atrisina-
jumu kopa nav tuksa.

1.4. piemers. Homogenai LVS vienmeér ir vismaz viens atrisinajums
trivialais atrisinajums (0, ..., 0).

Sistemai { § i_ }}; i 1 atrisinajumu kopa satur vienu skaitlu pa-
ri (1,0).
- | X+Y =1 T . . _ .
Sistemai { X4V =0 atrisinajumu kopa ir tuksa - nekads skait-
lu paris (2°,4°) neapmierina $o sistemu.
- . X+Y =1 N . _ ..
Sistemai { 9X 42y — 2 atrisindjumu kopa ir bezgaliga - visi

skaitlu pari forma (¢, 1 — ¢), kur ¢ € R, apmierina $o sistemu.
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Divas LVS sauc par ekvivalentam, ja to atrisinajumu kopas ir
vienadas (tas var but ar1 tuksas).

ir ekviva-

X-Y=1 2X =2
lenta - tam abam atrisinajumu kopa ir skaitlu paris (1, 0).

1.5. piemers. Sistémas { X+Y =1 un { X+Y =1

LVS petisanas pamatuzdevums - LVS risinasana.
Viena no LVS risinasanas metodém - parveidot doto LVS uz ertaku

ekvivalentu sistému, veicot vienkarsus solus, pieméram, nezinamo iz-
slegsanu, kas nemaina atrisinajumu kopu.
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2. LVS elementarie parveidojumi

Aprakstisim vairaku tipu LVS elementaros parveidojumus (EP),
kas nemaina LVS atrisinajumu kopu.

LVS elementarajiem parveidojumiem piekartosim matricu rindu
elementaros parveidojumus (REP).

2.1. 1.veida elementarie parveidojumi

LVS I.veida EP (REP1) R,, - p-ta un ¢-ta vienadojuma apmaina:

CLplX1+...+aann :bp aq1X1 ++aann :bq
—

a1 X1 + ... +agn X, = by ap1 X1+ ... +apn Xy, =0y
Paplasinatas matricas pieraksta REP1 nozime parveidojumu R,,.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



15

Par REP1 R,, elementaro matricu sauc matricu, ko iegtist, pielie-
tojot Rpq vienibas matricai Eyy,:

Rpg = qu(Em) =Ep —Epp —Egq + Epg + Egp.

0]11]0
2.1. piemers. Rio=| 1 (0|0
0|01

2.2. 2.veida elementarie parveidojumi

LVS 2.veida EP (REP2) R,()\), A # 0 - p-ta vienadojuma koefi-

cientu reizinaSana ar \:

aple —+ ...+ aann == bp i (/\apl)Xl + ..+ ()\apn)Xn == )\bp

Paplasinatajai matricai REP2 nozimé R, ().
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Par REP2 R,(\) elementaro matricu sauksim matricu, ko iegst,
pielietojot R, () vienibas matricai E,,:

Rp()‘) = Rp(/\)(Em) =E, + ()‘ - 1)Epp

11010
2.2. piemeérs. Ry(—=3)= | 0| -3 |0
0] 0 |1

2.3. 3.veida elementarie parveidojumi

LVS 3.veida EP (REP3) Rp4(\) - p-ta vienadojuma, reizinata ar
)\, pieskaitiSana ¢-tajam vienadojumam:

aple —|— + aann = bp
N

aqul —+ ...+ aann = bq
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aple +... —|—aann = bp
(ag1 + Aap1) X1 +... +(agn + Aapn) Xy = by + Aby
Paplasinatas matricas pieraksta REP3 nozimé R,q()).

Par REP3 R,,()\) elementaro matricu sauksim matricu, ko iegust,
pielietojot R,q(A) vienibas matricai E,,:

Ryy(A) = Ep, + AEg,,.

1 7010
2.3. piemers. Ri5(-3)=| -3 |10
0 |01
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2.4. Elementaro parveidojumu ipasibas un realiza-
cija ar matricu reizinasanu

Atrisinajumu saglabasana
2.1. teorema. V EP R saglaba LVS atrisinajumu kopu.

PIERADIJUMS
1. REP1 - R, nemaina LVS atrisinajumu kopu, jo LVS vienado-
jumi nemainas. Mainas tikai to kartiba sistema.

2. REP2 - R,(\) nemaina LVS atrisindjumu kopu, jo viens LVS
vienadojums tiek reizinats ar A # 0.

3. REP3 - Apskatisim Rp,()\). Ja virkne (z9,...,2%) apmierina
sistemu

aple +... +aann :bp
aq1X1 +... —I—aann = bq
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tad saskaitot ¢-to vienadojumu ar p-to vienadojumu reizinatu ar A
ieglisim
(agi + Aap1)z? + ... + (agn + Aapn)xd = by + Aby,

tatad (9, ...,2%) apmierina arT sistemu
aple +... —|—aann = bp
(g1 +Aap1) X1 +... +(agn + Aapn) Xy =by + b,

Otradi - ja virkne (29, ..., 20

) apmierina sistému
aple +... —i—aann = bp

(a1 +Aap1) X1 +... +(agn + Aapn) Xy =by + b,
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tad ta apmierina arT sistému, ko ieglist, veicot Rpq(—A) -

aple + ...+ aann = bp
n
aqul —+ ...+ CanXn = bq

Realizacija ar matricu reizinasana

2.2. teorema. EP R atbilst paplasinato matricu parveidojumam
L —- RL.

PIERADIJUMS Ar tiesu parbaudi V R parliecinasimies, ka parveidotas
LVS paplasinata matrica ir RL. B

2.5. Elementaro parveidojumu virknes

2.3. teorema. Ja LVS Ly ir iegtita no LVS L; pielietojot galigu EP
virkni Py, ..., Py, tad
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1. L; un Ly ir ekvivalentas,
2. Lo =Py -...-P;-Ly.

3. Matrica Py-...-Py ir vienada ar EP virknes P, ..., Py pielietoSsanu
vienibas matricai.

PIERADIJUMS
1. V EP saglaba LVS atrisinajumu kopu = veicot péctecigi
vairakus EP, atrisinajumu kopa arT tiks saglabata.

2. Katrs nakamais EP P; tiek pielietots ieprieksejo parveidojumu
kompozicijai P;_; - ... - Py - Ly, tapéc pec ta pielietoSanas tiks iegiita
matrica

Pi . (Pi—l Ca ‘Pl Ll) = Pl . Pi—l C ‘Pl 'Ll.

Pienemot ¢ = k iegiisim pieradamo apgalvojumu.

3. Py,-.... Py=Py-...-P,-E. R
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2.1. piezime. Parbaudit, ka P[A|b] = [PA|Pb] = ja LVS ir
uzdota matricu veida Ax = b, tad EP matricas reizina abas puses:

(Ax - b) - ((PA)x - Pb).

2.6. Elementaro parveidojumu invertejamiba

2.6.1. Elementarie parveidojumi ka funkcijas

Funkcija vai parveidojums ¢ ir inverss attieciba uz f, ja

9(f (@) = f(g(x)) = .

Apzmmejums: g = f~ L.

2.4. teoréma. V R ir invertejami (ka LVS vai to paplasinato matricu
parveidojumi):

Ry = Ry

Ry(\) ™! = Rp(A71)

qu()‘)_l = qu(_)‘)-
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PIERADIJUMS Pielietojot R, divas reizes, ieglisim sakotn€jo
VS — | R, = Ry

Pielietojot EP virkni R,(A\) — R,(A™!) ieglisim sakotngjo LVS
— |R,(\) ' =R,(A 7).

Pielietojot EP virkni R,q(A) — Rpq(—A) ieglsim sakotnejo LVS
= qu(/\)’l = Rpq(—1). ‘.
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3. 3.majasdarbs

3.1. Obligatie uzdevumi

3.1 Aprakstiet LVS Ax = b, ja tas sistémas matrica A ir
(a) rindas matrica,
(b) kolonnas matrica,
(¢) kvadratveida matrica,
(d) nulles matrica,
(e) vienibas matrica,
(f) diagonala matrica,
(g) augseji trijsturveida matrica.
3.2 Dotajam LVS un elementaro parveidojumu virkném atrast par-
veidoto paplasinato matricu, parveidoto sistému un parveidoju-
ma matricu.

(a) LVS:

X5 +2Xy, —-2X3 —-7X, =-8
3X; 46Xy —4X; 11X, =-12
—2X; —4Xe +3X; 49Xy =13
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EP virkne: R12(73), R13(2), RQ(l/Q), Rgg(l) (sékot no
kreisas puses).

(b) LVS:
X1 42X, —5X, =3
2X; +4X, —3X; —16X,; = —6
3X; +4X, —2X; —13X,; = -3.

EP virkne: ng(—Q), ng(—g), R23, RQ(_1/2)7 R3(—1/3)

3.3 Apraksttt LVS rindu parveidojumus, kas atbilst paplasinatas
matricas reizinasanai no kreisas puses ar dotajam matricam.

0l0]1
(a) |1]0]0
010
[0]0]c]o
0[0[0]d
®) 1= o 070
o[ [0]0
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3.4 Izmantojot elementaros parveidojumus parveidot LVS
2X; —Xo +Xz3= 3
3Xs +4X3= -1
X7 +Xo -5X3= 0
par LVS, kuras sistémas matrica ir
(a) augseji trijsturveida matrica,
(b) vienibas matrica.

3.2. Paaugstinatas griitibas un pétnieciska rakstu-
ra uzdevumi

3.5 Vairaku vienadojumu linearu kombinaciju sauc par seku viena-
dojumu. Seku vienadojums ir vairaku REP2 un REP3 rezultats.
Pieradit, ka LVS var pievienot jebkuru seku vienadojumu neiz-
mainot atrisinajumu kopu. Realizet seku vienadojumu pievie-
nosanu izmantojot matricu reizinasanu.
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