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Studiju kurss
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2.1. 1.veida elementārie pārveidojumi . . . . . . . . . . . . 14
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3. 3.mājasdarbs 24
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Lekcijas mērķis:
• apgūt lineāro vienādojumu sistēmu (LVS) pamatfaktus,

• apgūt LVS vienkāršošanas pārveidojumus - elementāros pārvei-
dojumus,

• apgūt matricu algebras pielietošanu LVS vienkāršošanā.

Lekcijas kopsavilkums:
• LVS var uzdot vairākos veidos,

• var definēt tr̄ıs veidu pārveidojumus, kas maina LVS datus, ne-
mainot to atrisinājumu kopas,
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• LVS elementāros pārveidojumus var uzdot ar matricu reizināša-
nas pal̄ıdz̄ıbu.

Svar̄ıgākie jēdzieni: lineārs vienādojums, LVS, LVS vispār̄ıgais,
matricu un kolonnu pieraksti, LVS atrisinājumu kopa, LVS elementārie
pārveidojumi, LVS elementāro pārveidojumu matricas.

Svar̄ıgākie fakti un metodes: elementāro pārveidojumu ı̄paš̄ı-
bas un to realizācija ar matricu reizināšanu, elementāro pārveidojumu
invertēšana, elementāro pārveidojumu virkņu ı̄paš̄ıbas.
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1. Lineāru vienādojumu sistēmas

1.1. Ievads

1.1.1. Defin̄ıcijas un apz̄ımējumi

k - lauks (piemēram, Q, R, C, F2). Par lineāru vienādojumu at-
tiec̄ıbā uz nezināmajiem X1, X2, ..., Xn laukā k sauc vienādojumu

a1X1 + a2X2 + ... + anXn + a0 = 0

vai

a1X1 + a2X2 + ... + anXn = b, kur a1, ..., an, a0, b ∈ k.

∃ ap 6= 0 =⇒

Xp =
1
ap

(
b− a1X1 − ...− ap−1Xp−1 − ap+1Xp+1 − ...− anXn

)
.

Nezināmo X1, ..., Xp−1, Xp+1, ..., Xn vērt̄ıbas var izvēlēties patvaļ̄ıgi.
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Vienādojumu sistēmu




a11X1 +a12X2 +... +a1nXn = b1

... ... ... ... ...
am1X1 +am2X2 +... +amnXn = bm

sauc par lineāru vienādojumu sistēmu (LVS).

1.1. piemērs.





X1+ X2+ X3 = 0
X1+ 2X2 = 3

−X2+ 4X3 = 2

1.2. LVS pieraksta veidi

1.2.1. LVS vispār̄ıgais pieraksts

Par LVS vispār̄ıgo pierakstu sauc sistēmu



a11X1 +a12X2 +... +a1nXn = b1

... ... ... ... ...
am1X1 +am2X2 +... +amnXn = bm,
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kur
• Xj - nezināmie,

• aij - koeficienti,

• bi - br̄ıvie locekļi.

Ja bi = 0, ∀ i, tad LVS sauc par homogēnu LVS.

Ja n = m, tad LVS sauc par kvadrātveida LVS.

Ja nezināmo skaits ir neliels (ne vairāk kā 5), tad tos var apz̄ımēt
ar burtiem bez indeksiem - X,Y ,Z u.c., kurus matemātikā tradicionāli
izmanto nezināmo lielumu apz̄ımēšanai.

1.2.2. LVS matricu pieraksts

∀ LVS sistēmai



a11X1 +a12X2 +... +a1nXn = b1

... ... ... ... ...
am1X1 +am2X2 +... +amnXn = bm
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definēsim 3 matricas:

• sistēmas matrica ir m× n matrica: A =




a11 ... a1n

... ... ...
am1 ... amn


 ,

• nezināmo kolonnas matrica x =




X1

...
Xn


 ,

• br̄ıvo locekļu kolonnas matrica b =




b1

...
bn


 .

LVS ir l̄ıdzvērt̄ıga LVS matricu vienādojumam

Ax = b.
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1.2.3. LVS paplašinātās matricas pieraksts

LVS L 



a11X1 +a12X2 +... +a1nXn = b1

... ... ... ... ...
am1X1 +am2X2 +... +amnXn = bm

paplašinātā matrica L ir m× (n + 1) matrica

L =




a11 ... a1n b1

... ... ... ...
am1 ... amn bm


 = [A|b].

Paplašinātās matricas pieraksts ir matricu pieraksta variants, kas
dažās situācijās ir ērtāks.

1.2. piemērs. Sistēmai



X1+ X2+ X3 = 0
X1+ 2X2 = 3

−X2+ 4X3 = 2
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atbilst paplašinātā matrica L =




1 1 1 0
1 2 0 3
0 −1 4 2


 .

1.2.4. LVS kolonnu pieraksts (kolonnu aina)

Par LVS Ax = b kolonnu pierakstu sauc matricu vienād̄ıbu

X1




a11

...
am1


 + X2




a12

...
am2


 + ... + Xn




a1n

...
amn


 = b.

1.3. piemērs. Sistēmai



X1 +X2 +X3 = 0
X1 +2X2 = 3

−X2 +4X3 = −2

atbilst kolonnu pieraksts
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X1




1
1
0


 + X2




1
2
−1


 + X3




1
0
4


 =




0
3
−2


 .

1.3. LVS atrisinājumi

Par LVS 



a11X1 + a12X2 + ... + a1nXn = b1

...
am1X1 + am2X2 + ... + amnXn = bm

atrisinājumu sauksim skaitļu (lauka elementu) virkni (x0
1, ..., x

0
n) tādu,

ka, ievietojot Xi vietā x0
i , ∀ i, katra sistēmas vienādojuma vietā iegūst

skaitļu (lauka elementu) vienād̄ıbu.

Ja Si ir i-tā vienādojuma atrisinājumu kopa, tad LVS atrisinājumu
kopa ir S1 ∩ S1 ∩ ... ∩ Sm.
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Atrisināt LVS noz̄ımē atrast tās atrisinājumu kopu - atrast visus
atrisinājumus.

LVS - sader̄ıga, ja tai eksistē vismaz viens atrisinājums - atrisinā-
jumu kopa nav tukša.

1.4. piemērs. Homogēnai LVS vienmēr ir vismaz viens atrisinājums
triviālais atrisinājums (0, ..., 0).

Sistēmai
{

X + Y = 1
X − Y = 1 atrisinājumu kopa satur vienu skaitļu pā-

ri (1, 0).

Sistēmai
{

X + Y = 1
X + Y = 0 atrisinājumu kopa ir tukša - nekāds skait-

ļu pāris (x0, y0) neapmierina šo sistēmu.

Sistēmai
{

X + Y = 1
2X + 2Y = 2 atrisinājumu kopa ir bezgal̄ıga - visi

skaitļu pāri formā (c, 1− c), kur c ∈ R, apmierina šo sistēmu.
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Divas LVS sauc par ekvivalentām, ja to atrisinājumu kopas ir
vienādas (tās var būt ar̄ı tukšas).

1.5. piemērs. Sistēmas
{

X + Y = 1
X − Y = 1 un

{
X + Y = 1
2X = 2 ir ekviva-

lenta - tām abām atrisinājumu kopa ir skaitļu pāris (1, 0).

LVS pēt̄ı̌sanas pamatuzdevums - LVS risināšana.

Viena no LVS risināšanas metodēm - pārveidot doto LVS uz ērtāku
ekvivalentu sistēmu, veicot vienkāršus soļus, piemēram, nezināmo iz-
slēgšanu, kas nemaina atrisinājumu kopu.
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2. LVS elementārie pārveidojumi

Aprakst̄ısim vairāku tipu LVS elementāros pārveidojumus (EP),
kas nemaina LVS atrisinājumu kopu.

LVS elementārajiem pārveidojumiem piekārtosim matricu rindu
elementāros pārveidojumus (REP).

2.1. 1.veida elementārie pārveidojumi

LVS 1.veida EP (REP1) Rpq - p-tā un q-tā vienādojuma apmaiņa:




...
ap1X1 + ... + apnXn = bp

...
aq1X1 + ... + aqnXn = bq

...

→





...
aq1X1 + ... + aqnXn = bq

...
ap1X1 + ... + apnXn = bp

...

Paplašinātās matricas pierakstā REP1 noz̄ımē pārveidojumu Rpq.
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Par REP1 Rpq elementāro matricu sauc matricu, ko iegūst, pielie-
tojot Rpq vien̄ıbas matricai Em:

Rpq = Rpq(Em) = Em −Epp −Eqq + Epq + Eqp.

2.1. piemērs. R12 =




0 1 0
1 0 0
0 0 1


.

2.2. 2.veida elementārie pārveidojumi

LVS 2.veida EP (REP2) Rp(λ), λ 6= 0 - p-tā vienādojuma koefi-
cientu reizināšana ar λ:





...
ap1X1 + ... + apnXn = bp

...
→





...
(λap1)X1 + ... + (λapn)Xn = λbp

...

Paplašinātajai matricai REP2 noz̄ımē Rp(λ).
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Par REP2 Rp(λ) elementāro matricu sauksim matricu, ko iegūst,
pielietojot Rp(λ) vien̄ıbas matricai Em:

Rp(λ) = Rp(λ)(Em) = Em + (λ− 1)Epp.

2.2. piemērs. R2(−3) =




1 0 0
0 −3 0
0 0 1


.

2.3. 3.veida elementārie pārveidojumi

LVS 3.veida EP (REP3) Rpq(λ) - p-tā vienādojuma, reizināta ar
λ, pieskait̄ı̌sana q-tajam vienādojumam:





...
ap1X1 + ... + apnXn = bp

...
aq1X1 + ... + aqnXn = bq

...

→
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



... ... ... ...
ap1X1 +... +apnXn = bp

... ... ... ...
(aq1 + λap1)X1 +... +(aqn + λapn)Xn = bq + λbp

...

Paplašinātās matricas pierakstā REP3 noz̄ımē Rpq(λ).

Par REP3 Rpq(λ) elementāro matricu sauksim matricu, ko iegūst,
pielietojot Rpq(λ) vien̄ıbas matricai Em:

Rpq(λ) = Em + λEqp.

2.3. piemērs. R12(−3) =




1 0 0
−3 1 0
0 0 1


.
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2.4. Elementāro pārveidojumu ı̄paš̄ıbas un realizā-
cija ar matricu reizināšanu

Atrisinājumu saglabāšana

2.1. teorēma. ∀ EP R saglabā LVS atrisinājumu kopu.

PIERĀDĪJUMS
1. REP1 - Rpq nemaina LVS atrisinājumu kopu, jo LVS vienādo-

jumi nemainās. Mainās tikai to kārt̄ıba sistēmā.

2. REP2 - Rp(λ) nemaina LVS atrisinājumu kopu, jo viens LVS
vienādojums tiek reizināts ar λ 6= 0.

3. REP3 - Apskat̄ısim Rpq(λ). Ja virkne (x0
1, ..., x

0
n) apmierina

sistēmu 



... ... ... ...
ap1X1 +... +apnXn = bp

... ... ... ...
aq1X1 +... +aqnXn = bq

...
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tad saskaitot q-to vienādojumu ar p-to vienādojumu reizinātu ar λ
iegūsim

(aq1 + λap1)x0
1 + ... + (aqn + λapn)x0

n = bq + λbp,

tātad (x0
1, ..., x

0
n) apmierina ar̄ı sistēmu




... ... ... ...
ap1X1 +... +apnXn = bp

... ... ... ...
(aq1 + λap1)X1 +... +(aqn + λapn)Xn = bq + λbp

...

Otrādi - ja virkne (x0
1, ..., x

0
n) apmierina sistēmu




... ... ... ...
ap1X1 +... +apnXn = bp

... ... ... ...
(aq1 + λap1)X1 +... +(aqn + λapn)Xn = bq + λbp

...
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tad tā apmierina ar̄ı sistēmu, ko iegūst, veicot Rpq(−λ) -




...
ap1X1 + ... + apnXn = bp

...
aq1X1 + ... + aqnXn = bq

...

¥

Realizācija ar matricu reizināšana

2.2. teorēma. EP R atbilst paplašināto matricu pārveidojumam

L → RL.

PIERĀDĪJUMS Ar tiešu pārbaudi ∀R pārliecināsimies, ka pārveidotās
LVS paplašinātā matrica ir RL. ¥

2.5. Elementāro pārveidojumu virknes

2.3. teorēma. Ja LVS L2 ir iegūta no LVS L1 pielietojot gal̄ıgu EP
virkni P1, ..., Pk, tad
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1. L1 un L2 ir ekvivalentas,

2. L2 = Pk · ... ·P1 · L1.

3. Matrica Pk·...·P1 ir vienāda ar EP virknes P1, ..., Pk pielietošanu
vien̄ıbas matricai.

PIERĀDĪJUMS
1. ∀ EP saglabā LVS atrisinājumu kopu =⇒ veicot pēctec̄ıgi

vairākus EP, atrisinājumu kopa ar̄ı tiks saglabāta.

2. Katrs nākamais EP Pi tiek pielietots iepriekšējo pārveidojumu
kompoz̄ıcijai Pi−1 · ... ·P1 · L1, tāpēc pēc tā pielietošanas tiks iegūta
matrica

Pi · (Pi−1 · ... ·P1 · L1) = Pi ·Pi−1 · ... ·P1 · L1.

Pieņemot i = k iegūsim pierādāmo apgalvojumu.

3. Pk · ... ·P1 = Pk · ... ·P1 ·E. ¥
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2.1. piez̄ıme. Pārbaud̄ıt, ka P[A|b] = [PA|Pb] =⇒ ja LVS ir
uzdota matricu veidā Ax = b, tad EP matricas reizina abās pusēs:(

Ax = b
)
→

(
(PA)x = Pb

)
.

2.6. Elementāro pārveidojumu invertējamı̄ba

2.6.1. Elementārie pārveidojumi kā funkcijas

Funkcija vai pārveidojums g ir inverss attiec̄ıbā uz f , ja

g(f(x)) = f(g(x)) = x.

Apz̄ımējums: g = f−1.

2.4. teorēma. ∀ R ir invertējami (kā LVS vai to paplašināto matricu
pārveidojumi): 




R−1
pq = Rpq

Rp(λ)−1 = Rp(λ−1)
Rpq(λ)−1 = Rpq(−λ).
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PIERĀDĪJUMS Pielietojot Rpq divas reizes, iegūsim sākotnējo

LVS =⇒ R−1
pq = Rpq.

Pielietojot EP virkni Rp(λ) → Rp(λ−1) iegūsim sākotnējo LVS

=⇒ Rp(λ)−1 = Rp(λ−1).

Pielietojot EP virkni Rpq(λ) → Rpq(−λ) iegūsim sākotnējo LVS

=⇒ Rpq(λ)−1 = Rpq(−λ). ¥
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24

3. 3.mājasdarbs

3.1. Obligātie uzdevumi

3.1 Aprakstiet LVS Ax = b, ja tās sistēmas matrica A ir
(a) rindas matrica,
(b) kolonnas matrica,
(c) kvadrātveida matrica,
(d) nulles matrica,
(e) vien̄ıbas matrica,
(f) diagonāla matrica,
(g) augšēji trijstūrveida matrica.

3.2 Dotajām LVS un elementāro pārveidojumu virknēm atrast pār-
veidoto paplašināto matricu, pārveidoto sistēmu un pārveidoju-
ma matricu.
(a) LVS: 




X1 +2X2 −2X3 −7X4 = −8
3X1 +6X2 −4X3 −11X4 = −12
−2X1 −4X2 +3X3 +9X4 = 13.
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EP virkne: R12(−3), R13(2), R2(1/2), R23(1) (sākot no
kreisās puses).

(b) LVS: 



X1 +2X2 −5X4 = 3
2X1 +4X2 −3X3 −16X4 = −6
3X1 +4X2 −2X3 −13X4 = −3.

EP virkne: R12(−2), R13(−3), R23, R2(−1/2), R3(−1/3).

3.3 Aprakst̄ıt LVS rindu pārveidojumus, kas atbilst paplašinātās
matricas reizināšanai no kreisās puses ar dotajām matricām.

(a)




0 0 1
1 0 0
0 1 0




(b)




0 0 c 0
0 0 0 d
a 0 0 0
0 b 0 0



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3.4 Izmantojot elementāros pārveidojumus pārveidot LVS



2X1 −X2 +X3 = 3
3X2 +4X3 = −1

X1 +X2 −5X3 = 0

par LVS, kuras sistēmas matrica ir
(a) augšēji trijstūrveida matrica,
(b) vien̄ıbas matrica.

3.2. Paaugstinātas grūt̄ıbas un pētnieciska rakstu-
ra uzdevumi

3.5 Vairāku vienādojumu lineāru kombināciju sauc par seku vienā-
dojumu. Seku vienādojums ir vairāku REP2 un REP3 rezultāts.
Pierād̄ıt, ka LVS var pievienot jebkuru seku vienādojumu neiz-
mainot atrisinājumu kopu. Realizēt seku vienādojumu pievie-
nošanu izmantojot matricu reizināšanu.
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