DAUGAVPILS UNIVERSITATE
Dabaszinatnpu un matematikas fakultate
Matematikas katedra
Bakalaura studiju programma “Matematika”

Studiju kurss

Lineara algebra I

11.lekcija
Docetajs: Dr. P. Daugulis

2012./2013.studiju gads

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



Saturs

1. Linearas telpas bazes 1paSibas un lietojumi

1.1.

4
Linearas telpas dimensija . . . ... ... ... .... 4
1.1.1. Lineari neatkarigu kopu generatoru skaits . . . 4
1.1.2. Dimensijas definicija . . . . . .. .. ... ... 7
8
8

1.2, Bazesmaina. . . . . . . .. ..o oL
1.2.1. Elementa koordinates attieciba uz doto bazi . .
1.2.2. Divasbazes . . .. ... ... ... ....... 8
1.2.3. Elementa koordinates dazadas bazes . . . . . . 11

1.3. Lietojumi - matricas un linearu vienadojumu sistemas 13
1.3.1. Matricas rindu un kolonnu telpas . . . . . . .. 13
1.3.2. Rindu un kolonnu telpu baze, ranga interpretacija 14
1.3.3. Matricas nulltelpas . . . . . .. ... ... ... 17

2. 11l.majasdarbs 18

2.1. Obligatie uzdevumi . . . . . . .. .. ... ... 18

2.2. Paaugstinatas gritibas un petnieciska rakstura uzdevumi 19

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



Lekcijas merkis:
e apgilt pirmos LT bazu pielietojumus linearaja algebra.

Lekcijas kopsavilkums:
e var definét svarigu LT raksturlielumu - dimensiju;

e clementu koordinatu izmainas parejot uz citu bazi var tikt ap-
rekinatas izmantojot matricu reizinasanu;

e matricu rangus un matricu invertéjamibu var interpretet LT di-
mensiju terminos.

Svarigakie jedzieni: LT dimensija, matricas fundamentalas apaks-
telpas - matricas rindu un kolonnu telpa, matricas nulltelpa un kreisa
nulltelpa, bazes atrisinajumi.

Svarigakie fakti un metodes: teorema par maksimalo lineari
neatkarigu elementu skaitu, teoréma par bazes elementu skaita in-
varianci, algoritmi elementu koordinatu aprekinasanai parejot uz citu
bazi, matricas rangu interpretacija, matricas invertéjamibas kriteriji.
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1. Linearas telpas bazes 1pasibas un lieto-
jumi
1.1. Linearas telpas dimensija

1.1.1. Lineari neatkarigu kopu generatoru skaits

1.1. teorema. L= (l;,...,1,), S C L. Tad
S = |5 <n.
PIERADIJUMS
Pieradijums no pretéja (kontrapozitivais pieradijums) : pieradisim,

ka (|S| > n) = S.

Pienemsim, ka S = {t1,...,t,,}, kur m > n. Izteiksim V t; ka
{1y, ...,1,} elementu linearu kombinaciju:
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ti = Z aijlj
j=1

m
Vai 3 netriviala lineara kombinacija > A;t; = 07
i=1

m

Zl)\ :2Ai<2azj ):Zl(Za” )l —ZM]
1= i= =1 j= i=1
ﬁ/—/
i
Apskatisim sistemu
7 )\z =0
H1 = 0 z;a !
— — BA=0,
_ m
pn =0 Y GinXi =0
i=1

kur B ir n x m matrica.
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n<m = r(B) <n = 3 netrivials atrisinajums

A1
A= =

Am

m —
3 netriviala linedra kombinacija . \t; =0 — S. A
i=1

1.2. teoréma. L - galigi genereta LT, 3 L baze B: |B| = n.

1. V L baze satur n elementus.

2. { ‘5'2" — S - L baze.

PIERADIJUMS
1. Pienemsim, ka 3 L baze C: |C| < n. Ta ir pretruna ar ieprieksgjo
teoremu, jo L = (C) = (B), bet |B| > |C|.

Tapat ieglist pretrunu, ja pienem, ka 3 L baze D, kurai |D| > n.

2. S ir maksimala lineari neatkariga sistema — S - baze.
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1.1.2. Dimensijas definicija

No ieprieksejas teoremas seko, ka galigi generetas LT bazes ele-
mentu skaits ir invariants attieciba uz bazes mainu.

Galigi generetas LT L bazes elementu skaitu sauc par L dimensiju
dim(L).

Definésim arT dim({0}) = 0.

1.1. piemeérs. dim(k™) = n - vektoru telpa, dim(Mat(m,n,k)) =
mn.
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1.2. Bazes maina

1.2.1. Elementa koordinates attieciba uz doto bazi
L - LT, B ={ej,eq,..,e,} - L baze. V1 € L ir viennozimigi
izsakams forma

n
l1=0oa1e1 +ases + ... + ape, = E ;€.
i=1

Lauka elementus aq, as, ..., a;, sauc par 1 koordinatém attieciba uz B.

1.2.2. Divas bazes

Risinot uzdevumus linearaja algebra parasti sak stradat kada ka-
noniska baze.

Uzdevuma risinasanas gaita var but nepiecieSams pariet uz citu

bazi, kura ir labak piemerota konkretajam uzdevumam. Ir japrot
izteikt elementus visas bazes.
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L- LT, dim(L) = n.
{ B={e1,....,e,}

B ={e,..e,} divas L bazes.

Katra baze elementus sakartosim - ieglisim sakartotas bazes.

Katras bazes elementus var izteikt ka otras bazes elementu linearas
kombinacijas:

n
/
e; = s11€e1 + ... + sp1e, = Z Si1€;
=1
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n

— / /o /

€] = a11€e; + ..+ ani€, = E ai1€e;
i=1

n

!

€y = Z ai2€;
i=1

n
_ !
=D aine€;
i=1

1.2. piemeérs. L = R?, B = {(1,0),(0,1)}, B’ = {2e; — ez, e1 + ez}.

=e] =e2 :ell =e2
B 1 1
{e’1:2e1—eg el—ge ge
e,=e +e 1 2,
€2 = —3e1 + 3¢
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1.2.3. Elementa koordinates dazadas bazes

Ka mainas elementa koordinates parejot uz citu bazi?

Viena baze

I—ZleJ Zl (iéaije;):_

M=
/N
NE!
&
.
S
N—
o
I
NE
=
&m\

i=1 \j=1 i=1
Otra baze
= Zl =3 2(i5ij9i) -3 (i il )es = > lies
j=1 " Ni=1 i=1 Nj=1 i=1
Pareja

Sakartosim 1 koordinates kolonnas matricas veida:
b b
I~1=1] .. vail =

!
I |, A .
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Redzam, ka
= Al
1=SI.
1.3. piemers. Skatit ieprieksejo piemeru.
21 [ 1/3]-1/3 12
s= | 2] A= st - 15

-n- [k -

1.1. piezime.

I'=Al=AS-1I=E,I . AS =E,
1=SI'=SA-1=E,l =
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1.3. Lietojumi - matricas un linearu vienadojumu
sistemas

1.3.1. Matricas rindu un kolonnu telpas

rp

A € Mat(m,n, k), A = [kq|...|k,] =

T'm

Definésim divas LT, kas ir saistitas ar A:
e A rindu telpu R(A) = (r1,...,tpn) < Mat(1,n, k),
e A kolonnu telpu K(A) = (ky,....,kn) < Mat(m, 1, k).

1.3. teoréma. A € Mat(m,n,k).
1. REP nemaina R(A).

2. KEP nemaina K(A).

PIERADIJUMS
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1. R(A) = (ry,....rpm).
REPL : r; «—r1;

(Tl ey Ty oy Ty oy T ) = (T4, o Ty o, Ty o, Ty )

REP2 : r; — Ar;.

r; = %()\rz) = <I‘1,...,I‘Z‘,...,I'm> = <I‘1,...,)\I‘i,...,rm>~

REP3 : I‘j — I‘j + )\I‘i.

rj = (r; + Ar;) — (M)r; = (r1,..,rj,...,rp) = (r1,..,rj; +
AL ooy Ty ).

2. Pierada lidzigi. B
1.3.2. Rindu un kolonnu telpu baze, ranga interpretacija

1.4. teorema. A € Mat(m,n, k), Ag- A rindu pakapienveida forma,
A i~ A kolonnu pakapienveida forma,
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1. Ap nenulles rindas veido R(A) bazi.
2. Ak nenulles kolonnas veido K(A) bazi.
3. rr(A) =dim R(A).
4. rk(A) = dim K(A).
PIERADIJUMS
1. Parveidosim A ar REP rindu pakapienveida forma

I,/

1
Ar=| r} |, kur r} - nenulles rindas.
0

R(A) = R(AR).
Pieradisim, ka B = {r{,...,r;} ir R(A) baze.
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Veidotajsistema
Saskana ar ieprieksejo teoremu

R(A) = (r1,....;tm)

I
—
=
il
=
==

Lineara neatkariba
Pienemsim, ka 3 lineara kombinacija
/ /
)\11‘1 + )\21‘2 + ...+ )‘lrl =0.

Veicam $adu secinajumu virkni:
1. Rindai r| nullu skaits no kreisas malas ir stingri mazaks neka

/ / —

ry,...r; = A =0.
2. Rindai r}, nullu skaits no kreisas malas ir stingri mazaks neka

rh, ... r; = Ao =0.

4. Rindai rj_, nullu skaits no kreisas malas ir stingri mazaks neka
I‘; = \_1=0.
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5 A =0.

2. Pierada Iidzigi, izmantojot KEP.
3.,4. -sekono 1.,2. B

1.3.3. Matricas nulltelpas
A € Mat(m,n, k).
A nulltelpa
Null(A) = {x € Mat(n, 1)’Ax —0).
A kreisa nulltelpa
Null(AT) = {y € Mat(m, 1))ATy —yTA =0).

Par LVS Ax = 0 bazes atrisinajumu sauksim atrisinajumu, kuram
vienam no brivajiem nezinamajiem vertiba ir 1, bet parejiem O.

1.2. piezime. R(A), K(A), Null(A), Null(A") sauc par A funda-
mentalajam apakstelpam.
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2. 11l.majasdarbs

2.1. Obligatie uzdevumi

11.1 Noteikt LT L dimensiju.

(a) L <R® L={vlv=(2,9,0),¥ z,y}
(b) L < Mat(m,n,R), L - augsgji trijstirveida matricas;
() L <R[X], L = {f[deg(f) <10}.

11.2 Parbaudiet, vai dotas kopas ir bazes. Atrast abas parejas ma-
tricas starp "bazem” B un B’, ja tas ir iespejams.
(a) L= R27 B = {(170)7 (0, 1)}’ B = {(07 1), (-2, 0)}§
(b) L=R3 B=1{(1,1,0),(0,1,1),(1,1,1)},
B'={(0,1,2),(2,0,—1),(-1,2,4)};
(C) L= ./\/lat(2, Q,R), B= {Ella Elg, Egl, Egg},
B' = {E11 + Ei12,E12 + Eg, E9 + E1, E91 + Ep1 }

11.3 Atrast bazes un dimensijas matricu ¢etram fundamentalajam
apakstelpam.
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o it

1|1]-1]0
) |"2 (0] 2 |1
—1[1][=3]1

2.2. Paaugstinatas griitibas un péetnieciska rakstu-
ra uzdevumi

11.4 k - lauks.

(a) Pieradit, ka katra k™ apakstelpa ir kadas homogenas LVS
atrisinajumu kopa.

(b) Klasificet visas k™ apakstelpas - atrast veidu ka savstar-
peji viennozimigi piekartot katrai apakstelpai kadu labak
saprotamu matematisku objektu, pieméram, matricu kada
noteikta forma.
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