DAUGAVPILS UNIVERSITATE
Dabaszinatnpu un matematikas fakultate
Matematikas katedra
Bakalaura studiju programma “Matematika”

Studiju kurss

Lineara algebra I

10.lekcija
Docetajs: Dr. P. Daugulis

2013./2014.studiju gads

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



Saturs

1. Lineara neatkariba, linearas telpas baze 4
1.1. Lineara atkariba un neatkartba . . . .. ... .. ... 4
1.1.1. Definicija . . . .. ... ... ... . ...... 4

1.1.2. Specialgadijumi . . . . ... ... ... ... .. 5

1.1.3. Pamatipagibas . .. .. ... .. ... ..... 5

1.2. Linearas telpas baze . . .. .. ... ... .. ..... 7
1.2.1. Definicija . . . . ... ... o 7

1.2.2. Kanoniskas bazes . . . . . ... ... ... ... 8

1.2.3. Bazes eksistence . . . ... ... ... ..... 10

1.2.4. BazesipaSibas . . . .. .. ... ... ... .. 13

1.2.5. Elementa koordinates attieciba uz doto bazi . . 17

1.2.6. Elementa koordinatu kolonna, . . . . .. .. .. 18

2. 10.majasdarbs 19
2.1. Obligatie uzdevumi . . . . . . .. .. ... ... 19

2.2. Paaugstinatas gritibas un petnieciska rakstura uzdevumi 20

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



Lekcijas merkis:
e apgit linearo telpu bazu teorijas pamatus.

Lekcijas kopsavilkums:
e LT var definét svarigu linearas neatkaribas jedzienu,

e LT var apskatit speciala veida veidotajsistemas - bazes,

e var pieradit vairakas svarigas bazu 1pasibas.

Svarigakie jedzieni: lineara atkariba/neatkariba, LT baze, ka-
noniskas bazes, galigi genereta LT.

Svarigakie fakti un metodes: linearas atkaribas ipasibas, bazes
eksistence galigi genereta LT, bazes 1pasibas.
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1. Lineara neatkariba, linearas telpas baze

1.1. Lineara atkariba un neatkariba

1.1.1. Definicija

Lineara atkariba
LT L elementus 1y, ..., 1, sauc par lineari atkarigiem, ja eksisté to
netriviala lineara kombinacija, kas ir vienada ar 0O:

3 Al,...,An,H )\i 7& 0: )\111 + ...+ )\nln =0.

Lineara neatkariba
LT L elementus 1y, ..., 1, sauc par lineari neatkarigiem, ja tikai to
triviala lineara kombinacija ir vienada ar 0:

Ml 4 o+ Aply =0 = Vi) =0.

Faktu, ka X ir lineari atkariga (neatkariga) kopa apzimesim ar X
(X).
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1.1.2. Specialgadijumi
1 elements

S={1}. 5 < 1#£0.

2 elementi

S = {11,12}. § = 7é AIQ, 11,12 7é 0.

1.1.3. PamatipaSibas

1.1. teorema. L - lineara telpa.

1. X < 31e€X: 1€ (X\{l}) (1 var izteikt ka parejo X
elementu linearu kombinaciju).

X’ Ineari Toaq o g 3
2. { YCX =—> Y (lineari neatkarigas kopas apakskopa ir

lineari neatkariga).
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PIERADIJUMS

1. X <= d netriviala lineara kombinacija

n n
STAL =0 kur A £0 = AL=— Y AL
i=1 i=1,i#j
1
— 1= (fy) Y AL = e (X\{L}).
I i=1,i#j

Fj: e X\LY) = L= Y ul =
i=1,i#j
3 netriviala lineara kombinacija
lj_ Z ,U,iIZ‘:O — y

i=1,i#j
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2. Pienemsim pretejo:

X n
Y € X = dnetriviala lin.komb. Z Ay; =0.
Y i=1

Ta pati netriviala lineara kombinacija var tikt uzskatita ari ka
lineara kombinacija ar X elementiem, jo y; € X - pretruna ar X. W

1.2. Linearas telpas baze

1.2.1. Definicija

LT L apakskopu B sauc par L bazi, ja
1. B (B ir lineari neatkariga kopa),
2. (B) = L (B ir L veidotajsistéma).

1.1. piezime. LT baze nav noteikta viennozimigi, ja neskaita at-
seviSkus gadijumus.
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1.1. piemérs. L = R? - plaknes vektori, B = { {} , [] }

1.2.2. Kanoniskas bazes
Aritmetiska telpa k"
Kanoniska baze B = {ey, ...,e,}, kur
e; = [0]..|]1]...]0) T :

1 i-taja vieta
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Matricu telpa Mat(m,n, k)
Kanoniska baze B = {Eq1, ..., Epn }:
[ ] A = 2 aijEij,

ij=1

052 ZAZJE1JZO:VZ,]AZJZO

i,j=1

Polinomu telpa k[X]
Kanoniska baze B = {1, X, X2...}, |B| = .

o p(X) = ZopiXi,

o 5: Z)\iXiZO — Vi:\; =0.
i=1
Matricas A nulltelpa Null(A)

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



10
Jebkuru bazi sauc par fundamentalo atrisinajumu kopu. Bazes
atrisinajumi - tieSi viens no brivajiem nezinamajiem ir 1, parejie -
0.
1.2.3. Bazes eksistence

LT L sauc par galigi generétu, ja tai eksiste galiga veidotajsistéma.

1.2. piemers. k™, Mat(m,n, k) - galigi generetas.
k[X], kY - nav galigi generétas.

1.2. teorema. L - galigi genereta LT.
1. 3 L baze B: |B| < 0.

SCL . B — L baze . o
2. s = IBCL: S CB. (jebkuru lineari
neatkarigu kopu var papildinat Iidz bazei).
PIERADIJUMS
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1. Pienemsim, ka L = (14, ...,1,) = (G).

Ja kopu G var samazinat uz kopu B C G saglabajot veidotajsiste-
mas Tpasibu, tad to darisim. legusim, iespejams, mazaku kopu

(B)=1L
B={bi,...,b,}: {C§82><C>#L'

Pieradisim, ka B ir lineari neatkariga.

Piepemsim pretejo: 3 netriviala lineara kombinacija

i Aib; = 0.
i=1

Pienemsim, ka \; 7& 0 =

b; = Z/\b = b; € (B\b;) =
T i)
= (B\b;) - pretruna, jo B nevar samazinat saglabajot veidotajsis-
temas 1pasibu.
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2. Pienemsim, ka
e 5= {fla "'5fm}7

o By ={ey,...,e,}ir L baze, kas 3 saskana ar pirmo apgalvojumu.

Apskatisim elementu virkni

(f1y ooy By €1, 00y €5).

Lasisim $o virkni no kreisas puses un svitrosim visus elementus, kas
izsakas ka ieprieks€jo elementu lineara kombinacija. § == jasvitro
bis tikai By elementi.

Rezultata iegusim virkni (fi, ..., £, e, ...,€;,).

Pieradisim, ka kopa B = {fi,...,f,,;,,...,e;, } ir baze.

Lineara neatkariba
Ja eksistetu netriviala lineara kombinacija
)\1f1 + ...+ >\mfm + H1€4, + ...+ ujeij = 0,
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tad e; ar maksimalo indeksu, kuram p; # 0 varétu izteikt ka iepriek-
§ejo linearu kombinaciju - pretruna.

Veidotajsistema
(Bo) = L, V izsvitrotais By elements izsakas ka neizsvitroto ele-

mentu lineara kombinacija = V x € L izsakas ka B elementu
lineara kombinacija = (B) =L. &

1.2. piezime. Ja L nav galigi generéta LT, tad baze (bezgaliga) arT
eksiste. Tas ir gritak pieradams. Var apskattt piemerus k[X] un kV.

1.2.4. Bazes 1paSibas

1.3. teorema. L - LT, B C L. Zemak dotie apgalvojumi ir logiski
ekvivalenti.
1. B - L baze.
2. V1 € L ir viennozimigi izsakams ka B elementu lineara kom-
binacija.
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3. B ir maksimala lineari neatkariga L apakskopa:

B _
{BQC = C.

4. B ir minimala L veidotajsistema:

{(B)L

DCB = (D) < L.

PIERADIJUMS

1. = 2.

(B =L = V1€ L ir izsakams linearas kombinacijas veida:

1= 2”: Aib;.
=1

Pienemsim, ka 3 1, kurs var tikt izteikt divos veidos:

=1 i=1
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n

1-1= i)\ibi - iuibi = (A — pi)b; = 0.
i=1 i=1

=1
B — )\i—ui:O,Vi.

2. = 1.

Uzreiz seko, ka (B) = L.
0 var viennozimigi izteikt B elementu linearas kombinacijas veida

ar 0 koeficientiem — B.
2. = 3.
B — JceC\B: ce(B) = C
BCC ’ ’

3. = 2.

Japierada, ka B ir veidotajsistéma.
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Ja3le Ltads, kal¢ (B) = 1UB. Bet B C (1UB) - pretruna.

Japierada, ka V 1 ir viennozimigi izsakams ka B elementu lineara
kombinacija.
Pienemsim, ka 3 1, kurs var tikt izteikt divos veidos:

i=1 i=1
i=1 i=1

= i=1
E - )\i—/LiZO,Vi.

1. — 4.

Uzreiz seko, ka (B) = L.
DCB = JbeB\D.
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n
Ja b varétu izteikt k& D linearu kombinaciju b = > \;d;, tad
i=1
eksistetu netriviala lineara kombinacija

b—Z)\,»di:0—pretruna ar B.
i=1
= b¢ (D) = D)< L
4. = 1.
B = 3IbeB: be (B\{b}) = (F) =L - pretruna. B
——

=F

1.2.5. Elementa koordinates attieciba uz doto bazi

L - LT, B ={ej,eq,..,e,} - L baze. V1 € L ir viennozimigi
izsakams forma

n
l1=oe; +azes + ... + aye, = E ;€.
i=1
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Lauka elementus (skaitlus) oy, aq, ..., @, sauc par 1 koordinatém at-
tieciba uz B.

1.2.6. Elementa koordinatu kolonna

Sakartosim 1 koordinates kolonnas matricas - koordinatu kolonnas
veida:
aq
l ~ 1 =

(07 B

Koordinatu kolonna ir atkariga gan no elementa, gan no bazes.
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2. 10.majasdarbs

2.1. Obligatie uzdevumi

10.1 Noteikt, vai dotas LT elementu kopas ir lineari neatkarigas.

wenw (4] 2]}
[ 27171 3 1
_ 3 — .
(b) L R7{_01_, _12 _22 }
2 ] [3 1 2
© L=r { || || | = |- |5 |}
| o] | T |7

10.2 Noteikt, vai B ir LT telpas L baze.

1 2
— R2 — — |\
o oeme- (] [2)
(b) L = Mat(2,3,R), B={Ei1,E12,Ei3,Ez };
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(c) L <RIX], L={f]deg(f) <2}, B={1,X —1,(X 1%}

10.3 Papildinat kopu S lidz LT L bazei un atrast elementa u ko-
ordinates attieciba uz So bazi.

1 0 2
@ L=ws={|T| |T|}u=|3]:
0 1 4

112
(b) L = M(Lt(272), S = {Eu +E22,E12+E21}, u= |: 371
(c) L < RIX], L = {f|deg(f) < 2}, § = {2,X +2X +2},
u=3X2-2X+1.

2.2. Paaugstinatas griitibas un péetnieciska rakstu-
ra uzdevumi

104 A € M(n,Q) sauc par
e pusmagisku kvadratu, ja visu rindu un kolonnu elementu
summas ir vienadas,
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e magisku kvadratu, ja visu rindu, kolonnu un abu diagonalu
elementu summas ir vienadas.

(a) Pieradit, ka abu veidu magiskie kvadrati veido linearas
apakstelpas LT Mat(n, Q).

(b) Atrast galigas veidotajsistemas abu veidu magisko kvadra-
tu LT gadijumos, kad n € {2,3,4,...}.

10.5 Atrodiet bazes pusmagisko un magisko kvadratu telpas ar izme-
riem 2,3, 4.
10.6 L - lineara telpa, dim(L) = n, By, ..., B, - L bazes. Pieradit, ka
var izveidot matricu B ar $adam Tpasibam:
e B i-taja rinda ir visi bazes B; elementi (katras rindas ele-
menti veido L bazi),
e katras B kolonnas elementi veido L bazi.
Piezime. Gadijumus, ja n € {2, 3}, atrisinat nav gruti. Patvali-
gam n dota problema vel nav atrisinata (G.C.Rota problema)
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