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Lekcijas mērķis:
• apgūt lineāro telpu bāzu teorijas pamatus.

Lekcijas kopsavilkums:
• LT var definēt svar̄ıgu lineārās neatkar̄ıbas jēdzienu,

• LT var apskat̄ıt speciāla veida veidotājsistēmas - bāzes,

• var pierād̄ıt vairākas svar̄ıgas bāzu ı̄paš̄ıbas.

Svar̄ıgākie jēdzieni: lineāra atkar̄ıba/neatkar̄ıba, LT bāze, ka-
noniskās bāzes, gal̄ıgi ǧenerēta LT.

Svar̄ıgākie fakti un metodes: lineāras atkar̄ıbas ı̄paš̄ıbas, bāzes
eksistence gal̄ıgi ǧenerētā LT, bāzes ı̄paš̄ıbas.
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1. Lineārā neatkar̄ıba, lineāras telpas bāze

1.1. Lineārā atkar̄ıba un neatkar̄ıba

1.1.1. Defin̄ıcija

Lineārā atkar̄ıba
LT L elementus l1, ..., ln sauc par lineāri atkar̄ıgiem, ja eksistē to

netriviāla lineāra kombinācija, kas ir vienāda ar 0:

∃ λ1, ..., λn,∃ λi 6= 0 : λ1l1 + ... + λnln = 0.

Lineārā neatkar̄ıba
LT L elementus l1, ..., ln sauc par lineāri neatkar̄ıgiem, ja tikai to

triviāla lineāra kombinācija ir vienāda ar 0:

λ1l1 + ... + λnln = 0 =⇒ ∀ i λi = 0.

Faktu, ka X ir lineāri atkar̄ıga (neatkar̄ıga) kopa apz̄ımēsim ar X
(X).
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1.1.2. Speciālgad̄ıjumi

1 elements

S = {l}. S ⇐⇒ l 6= 0.

2 elementi

S = {l1, l2}. S ⇐⇒ l1 6= λl2, l1, l2 6= 0.

1.1.3. Pamat̄ıpaš̄ıbas

1.1. teorēma. L - lineāra telpa.

1. X ⇐⇒ ∃ l ∈ X : l ∈ 〈X\{l}〉 (l var izteikt kā pārējo X
elementu lineāru kombināciju).

2.
{

X,
Y ⊆ X

=⇒ Y (lineāri neatkar̄ıgas kopas apakškopa ir

lineāri neatkar̄ıga).
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PIERĀDĪJUMS
1. X ⇐⇒ ∃ netriviāla lineāra kombinācija

n∑

i=1

λili = 0, kur λj 6= 0 =⇒ λjlj = −
n∑

i=1,i6=j

λili

=⇒ lj =
(
− 1

λj

) ∑

i=1,i6=j

λili =⇒ lj ∈ 〈X\{li}〉.

∃ j : lj ∈ 〈X\{li}〉 =⇒ lj =
∑

i=1,i6=j

µili =⇒

∃ netriviāla lineāra kombinācija

lj −
∑

i=1,i6=j

µili = 0 =⇒ X.
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2. Pieņemsim pretējo:



X
Y ⊆ X
Y

=⇒ ∃ netriviāla lin.komb.
n∑

i=1

λiyi = 0.

Tā pati netriviālā lineārā kombinācija var tikt uzskat̄ıta ar̄ı kā
lineāra kombinācija ar X elementiem, jo yi ∈ X - pretruna ar X. ¥

1.2. Lineāras telpas bāze

1.2.1. Defin̄ıcija

LT L apakškopu B sauc par L bāzi, ja
1. B (B ir lineāri neatkar̄ıga kopa),

2. 〈B〉 = L (B ir L veidotājsistēma).

1.1. piez̄ıme. LT bāze nav noteikta viennoz̄ımı̄gi, ja neskaita at-
sevǐsķus gad̄ıjumus.
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1.1. piemērs. L = R2 - plaknes vektori, B =
{ [

1
0

]
,

[
0
1

] }
.

1.2.2. Kanoniskās bāzes

Aritmētiskā telpa kn

Kanoniskā bāze B = {e1, ..., en}, kur

ei = [0|...|1|...|0]T︸ ︷︷ ︸
1 i-tajā vietā

:

•




x1

x2

...
xn


 =

n∑
i=1

xiei,

• B :
n∑

i=1

λiei = 0 =⇒ ∀ i : λi = 0.
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Matricu telpa Mat(m,n, k)

Kanoniskā bāze B = {E11, ...,Emn}:
• A =

m,n∑
i,j=1

aijEij ,

• B :
m,n∑
i,j=1

λijEij = 0 =⇒ ∀ i, j : λij = 0.

Polinomu telpa k[X]

Kanoniskā bāze B = {1, X, X2...}, |B| = ∞.

• p(X) =
n∑

i=0

piX
i,

• B :
n∑

i=1

λiX
i = 0 =⇒ ∀ i : λi = 0.

Matricas A nulltelpa Null(A)
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Jebkuru bāzi sauc par fundamentālo atrisinājumu kopu. Bāzes
atrisinājumi - tieši viens no br̄ıvajiem nezināmajiem ir 1, pārējie -
0.

1.2.3. Bāzes eksistence

LT L sauc par gal̄ıgi ǧenerētu, ja tai eksistē gal̄ıga veidotājsistēma.

1.2. piemērs. kn, Mat(m,n, k) - gal̄ıgi ǧenerētas.
k[X], kN - nav gal̄ıgi ǧenerētas.

1.2. teorēma. L - gal̄ıgi ǧenerēta LT.
1. ∃ L bāze B : |B| < ∞.

2.
{

S ⊆ L
S

=⇒ ∃ B ⊆ L :
{ B − L bāze

S ⊆ B.
(jebkuru lineāri

neatkar̄ıgu kopu var papildināt l̄ıdz bāzei).

PIERĀDĪJUMS
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1. Pieņemsim, ka L = 〈l1, ..., ln〉 = 〈G〉.

Ja kopu G var samazināt uz kopu B ⊆ G saglabājot veidotājsistē-
mas ı̄paš̄ıbu, tad to dar̄ısim. Iegūsim, iespējams, mazāku kopu

B = {b1, ...,bm} :
{ 〈B〉 = L
C  B =⇒ 〈C〉 6= L.

Pierād̄ısim, ka B ir lineāri neatkar̄ıga.

Pieņemsim pretējo: ∃ netriviāla lineāra kombinācija
m∑

i=1

λibi = 0.

Pieņemsim, ka λj 6= 0 =⇒

bj = − 1
λj

∑

i6=j

λibi =⇒ bj ∈ 〈B\bj〉 =⇒

L = 〈B\bj〉 - pretruna, jo B nevar samazināt saglabājot veidotājsis-
tēmas ı̄paš̄ıbu.
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2. Pieņemsim, ka
• S = {f1, ..., fm},
• B0 = {e1, ..., en} ir L bāze, kas ∃ saskaņā ar pirmo apgalvojumu.

Apskat̄ısim elementu virkni

(f1, ..., fm, e1, ..., en).

Las̄ısim šo virkni no kreisās puses un sv̄ıtrosim visus elementus, kas
izsakās kā iepriekšējo elementu lineāra kombinācija. S =⇒ jāsv̄ıtro
būs tikai B0 elementi.

Rezultātā iegūsim virkni (f1, ..., fm, ei1 , ..., eij
).

Pierād̄ısim, ka kopa B = {f1, ..., fm, ei1 , ..., eij} ir bāze.

Lineārā neatkar̄ıba

Ja eksistētu netriviāla lineāra kombinācija

λ1f1 + ... + λmfm + µ1ei1 + ... + µjeij = 0,
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tad el ar maksimālo indeksu, kuram µl 6= 0 varētu izteikt kā iepriek-
šējo lineāru kombināciju - pretruna.

Veidotājsistēma

〈B0〉 = L, ∀ izsv̄ıtrotais B0 elements izsakās kā neizsv̄ıtroto ele-
mentu lineāra kombinācija =⇒ ∀ x ∈ L izsakās kā B elementu
lineāra kombinācija =⇒ 〈B〉 = L. ¥

1.2. piez̄ıme. Ja L nav gal̄ıgi ǧenerēta LT, tad bāze (bezgal̄ıga) ar̄ı
eksistē. Tas ir grūtāk pierādāms. Var apskat̄ıt piemērus k[X] un kN.

1.2.4. Bāzes ı̄paš̄ıbas

1.3. teorēma. L - LT, B ⊆ L. Zemāk dotie apgalvojumi ir loǧiski
ekvivalenti.

1. B - L bāze.

2. ∀ l ∈ L ir viennoz̄ımı̄gi izsakāms kā B elementu lineāra kom-
binācija.
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3. B ir maksimāla lineāri neatkar̄ıga L apakškopa:{ B
B ( C =⇒ C.

4. B ir minimāla L veidotājsistēma:{ 〈B〉 = L
D ( B =⇒ 〈D〉 � L.

PIERĀDĪJUMS

1. =⇒ 2.

〈B〉 = L =⇒ ∀ l ∈ L ir izsakāms lineāras kombinācijas veidā:

l =
n∑

i=1

λibi.

Pieņemsim, ka ∃ l, kurš var tikt izteikt divos veidos:

l =
n∑

i=1

λibi =
n∑

i=1

µibi =⇒
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l− l =
n∑

i=1

λibi −
n∑

i=1

µibi =
n∑

i=1

(λi − µi)bi = 0.

B =⇒ λi − µi = 0,∀ i.

2. =⇒ 1.

Uzreiz seko, ka 〈B〉 = L.
0 var viennoz̄ımı̄gi izteikt B elementu lineāras kombinācijas veidā

ar 0 koeficientiem =⇒ B.

2. =⇒ 3.{ B
B ( C =⇒ ∃ c ∈ C\B : c ∈ 〈B〉 =⇒ C.

3. =⇒ 2.

Jāpierāda, ka B ir veidotājsistēma.
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Ja ∃ l ∈ L tāds, ka l 6∈ 〈B〉 =⇒ l ∪ B. Bet B ( (l∪B) - pretruna.

Jāpierāda, ka ∀ l ir viennoz̄ımı̄gi izsakāms kā B elementu lineāra
kombinācija.

Pieņemsim, ka ∃ l, kurš var tikt izteikt divos veidos:

l =
n∑

i=1

λibi =
n∑

i=1

µibi =⇒

l− l =
n∑

i=1

λibi −
n∑

i=1

µibi =
n∑

i=1

(λi − µi)bi = 0.

B =⇒ λi − µi = 0,∀ i.

1. =⇒ 4.

Uzreiz seko, ka 〈B〉 = L.
D ( B =⇒ ∃ b ∈ B\D.
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Ja b varētu izteikt kā D lineāru kombināciju b =
n∑

i=1

λidi, tad

eksistētu netriviāla lineāra kombinācija

b−
n∑

i=1

λidi = 0 - pretruna ar B.

=⇒ b 6∈ 〈D〉 =⇒ 〈D〉 � L

4. =⇒ 1.

B =⇒ ∃ b ∈ B : b ∈ 〈B\{b}︸ ︷︷ ︸
=F

〉 =⇒ 〈F〉 = L - pretruna. ¥

1.2.5. Elementa koordinātes attiec̄ıbā uz doto bāzi

L - LT, B = {e1, e2, ..., en} - L bāze. ∀ l ∈ L ir viennoz̄ımı̄gi
izsakāms formā

l = α1e1 + α2e2 + ... + αnen =
n∑

i=1

αiei.
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Lauka elementus (skaitļus) α1, α2, ..., αn sauc par l koordinātēm at-
tiec̄ıbā uz B.

1.2.6. Elementa koordinātu kolonna

Sakārtosim l koordinātes kolonnas matricas - koordinātu kolonnas
veidā:

l ∼ l =




α1

...
αn



B

Koordinātu kolonna ir atkar̄ıga gan no elementa, gan no bāzes.
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2. 10.mājasdarbs

2.1. Obligātie uzdevumi

10.1 Noteikt, vai dotās LT elementu kopas ir lineāri neatkar̄ıgas.

(a) L = R2,
{ [

1
2

]
,

[
3
4

]}
;

(b) L = R3,
{




2
−1
0


 ,




3
1
−2







1
2
−2




}
;

(c) L = R4,
{




2
4
−1
1


 ,




3
2
1
0


 ,




1
1
−1
1


 ,




2
0
0
9




}
.

10.2 Noteikt, vai B ir LT telpas L bāze.

(a) L = R2, B =
{ [

1
1/2

]
,

[
2
1

] }
;

(b) L = Mat(2, 3,R), B = {E11,E12,E13,E21};
Saturs Sākums Beigas J I Atpakaļ Aizvērt Pilns ekrāns
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(c) L ≤ R[X], L = {f
∣∣∣ deg(f) ≤ 2}, B = {1, X − 1, (X − 1)2}.

10.3 Papildināt kopu S l̄ıdz LT L bāzei un atrast elementa u ko-
ordinātes attiec̄ıbā uz šo bāzi.

(a) L = R3, S =
{




1
1
0


 ,




0
1
1




}
, u =




2
3
4


 ;

(b) L = Mat(2, 2), S = {E11 +E22,E12 +E21}, u =
[

1 2
3 4

]

;
(c) L ≤ R[X], L = {f

∣∣∣ deg(f) ≤ 2}, S = {2, X2 + 2X + 2},
u = 3X2 − 2X + 1.

2.2. Paaugstinātas grūt̄ıbas un pētnieciska rakstu-
ra uzdevumi

10.4 A ∈M(n,Q) sauc par
• pusmaǧisku kvadrātu, ja visu rindu un kolonnu elementu

summas ir vienādas,
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21

• maǧisku kvadrātu, ja visu rindu, kolonnu un abu diagonāļu
elementu summas ir vienādas.

(a) Pierād̄ıt, ka abu veidu maǧiskie kvadrāti veido lineāras
apakštelpas LT Mat(n,Q).

(b) Atrast gal̄ıgas veidotājsistēmas abu veidu maǧisko kvadrā-
tu LT gad̄ıjumos, kad n ∈ {2, 3, 4, ...}.

10.5 Atrodiet bāzes pusmaǧisko un maǧisko kvadrātu telpās ar izmē-
riem 2, 3, 4.

10.6 L - lineāra telpa, dim(L) = n, B1, ...,Bn - L bāzes. Pierād̄ıt, ka
var izveidot matricu B ar šādām ı̄paš̄ıbām:
• B i-tajā rindā ir visi bāzes Bi elementi (katras rindas ele-

menti veido L bāzi),
• katras B kolonnas elementi veido L bāzi.

Piez̄ıme. Gad̄ıjumus, ja n ∈ {2, 3}, atrisināt nav grūti. Patvaļ̄ı-
gam n dotā problēma vēl nav atrisināta (G.C.Rota problēma)
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