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Lekcijas merkis:

e apgit grafu izomorfisma un invariantu teorijas pamatus.

Lekcijas kopsavilkums:
e grafu struktiras salidzinasanai tiek izmantoti izomorfisma un
invariantu jedzieni,

e svariga invariantu klase ir apaksgrafu invarianti.

Svarigakie jedzieni: grafu izomorfisms un automorfisms, grafu
invarianti, pilna invariantu sistéma, apaksgrafu invarianti,

Svarigakie fakti un metodes: grafa automorfismi veido grupu,
invariantu klasifikacija, teoréma par 2-keédem un trijsturiem, Turana
teoréma, teorema par virsotnu pakapju summu, teoréma par minimalo
kedes un cikla garumu, Hakimi-Havela un Erdos-Gallai kriterijs.
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1. Grafu izomorfisms un invarianti

1.1. Izomorfisms

Kad divi grafi ir neatsSkirami ka matematiski objekti? Citiem
vardiem sakot, kad divi grafi ir "vienadi”, ja mes ignorgjam to vir-
sotnu dabu un attelosanas veidu.

Ta ka grafs ir struktura, kas satur informaciju par virsotnu savieno-
jamibu vai nesavienojamibu, piemeéram, matricas veida, tad dabiski
ir pieprasit, ka divi grafi ir matematiski neatskirami, ja to vir-
sotnu kopas var sakartot ta, ka grafu blakusattiecibas matri-
cas ir vienadas.

Divus jebkura tipa grafus
I'=(V,E),
Fl _ (V/, E/)
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sauksim par izomorfiem (I' ~ I"), ja eksiste funkcija
f:V=v
tada, ka
f — bijektiva funkcija
{ (v1,v2) € E <— (f(Ul),f(’Uz)) eFr.

Var redzét, ka T un IV blakusattiecibas matricas ir vienadas, ja to
rindu (un kolonnu) indeksi ir sakartoti kartiba

(v1,v2, ..., V) UN
(£ F2), o F(00)).

Sada gadijuma funkciju f sauksim par grafu izomorfismu.
Biezi vien izomorfus grafus identifice un neatskir vienu no otra.

Petot grafus ar precizitati 1idz izomorfismam, biezi vien nodzes
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grafu virsotnu indeksus un strada ar grafiem, kuriem virsotnes ir
neiezimetas.

1.1. piemers. 3.27.attela ir paradits izomorfisma piemers

s @§ j

3.27. attels. Grafu izomorfisma piemers

Par grafa I' izomorfisma tipu (klasi) sauksim visu ar T' izomorfo
grafu kopu.
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Bijektivu funkciju f : V' — V sauksim par grafa V automorfismu
(T-automorfismu), ja ta ir grafa I izomorfisms uz sevi.

Grafa I' automorfismu kopu apzimésim ar Aut(T).

1.1. teorema. Visi grafa automorfismi veido grupu attieciba uz
funkciju kompozicijas operaciju.

PIERADIJUMS Var redzet, ka virsotnu kopas vienibas funkcija
ir jebkura grafa automorfisms. Jebkura grafa automorfisma inversa
funkcija ir grafa automorfisms un divu grafa automorfismu kompozicija
ir grafa automorfisms. W

1.2. piemers. 3.28.attela ir paraditi izomorfu grafu pari.
3.29.attela ir paraditi neizomorfu grafu pari.

1.3. piemers. 3.30.attela ir paraditi visi cikla C4 automorfismi.

1.4. piemers. 3.31.attela atteloto grafu automorfismu grupas satur
tikai vienu elementu - vienibas funkciju.
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3.28. attels. Izomorfu grafu paru piemeri
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3.29. attels. Neizomorfu grafu paru piemeri

Grafa automorfismu grupu var uzskatit par grafa simetrijas méru

|[Aut(T)|

- jo lielaka ir attieciba ————
V()]

, jo grafs ir simetriskaks.
1.2. Invarianti

Naivs veids, ka noteikt, vai divi grafi ir izomorfi, ir fikset viena
grafa matricu un apskatit visas otra grafa matricas, kas atbilst daza-
dam virsotnu kopas permutacijam.
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3.30. attels. Visi cikla C4 automorfismi
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/N

(a) (b)

3.31. attels. Grafi ar trivialu automorfismu grupu

Acimredzami, §is algoritms nav atrs, jo virsotnu permutaciju skaits
grafam ar n virsotném ir n!.

Petot, vai divi grafi ir izomorfi, ir lietderigi izmantot to (skaitliskas)
Tpasibas, kuras sakrit izomorfiem grafiem un var nesakrist neizomor-
fiem grafiem.

Invarianta definicija

Apzimesim visu grafu kopu ar G un fiksesim kadu kopu S.

Funkciju ¢ : G — S sauksim par grafu invariantu, ja
DT — (I) = 6(I").
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Ekvivalenta definicija:
¢(T) # ¢(I") =T £T".

Invariantu sistému {¢; };c; sauksim par pilnu, ja

(Vie], (T :¢,-(r’)) — T~T".

Kontrapozitiva 1pasiba

Invariantus izmanto, lai atSkirtu neizomorfus grafus: ja eksiste
tads invariants ¢, ka uz diviem grafiem I un I" tas pienem dazadas
vertibas - ¢(T') # ¢(IV), tad var secinat, ka grafi nav izomorfi:

(3¢: o) #0(") = T

Invariantus var apvienot un veidot sarezgitakus, ”jutigakus” in-
variantus:

e ¢; - invarianti = (¢q, ..., ¢, ) - invariants,

o ¢; - invarianti = ) ¢;z" - invariants.
i
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Biezak izmantotos grafu invariantus var iedalit $adas grupas:

e apaksgrafu invarianti, kas ir saistiti ar grafa apaksgrafiem, pie-
meram,

virsotnu skaits,

Skautnu skaits,

maksimala virsotnes pakape,
minimala virsotnes pakape,
komponensu skaits,

fikseta garuma kézu un ciklu skaits,

e metriskie invarianti, kas saistiti ar "attalumu” starp grafa vir-
sotnem;

e sakariguma invarianti, kas saistiti ar sakarigumu;

e algebriskie invarianti, kas ir saistiti ar algebras jedzieniem - grafa
matricas Ipasvertibas un raksturigais polinoms, grafa automor-
fismu grupa u.c.;

e grafiskie invarianti, kas saistiti ar grafiem, kas atvasinati no do-
tajiem grafiem;
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e globalie invarianti - lielumi, kas ir atkarigi no ”visa grafa kopu-
ma”, piemeram, videja virsotnes pakape;

e lokalie invarianti - lielumi vai citi objekti, kuru atrasana vai
eksistence ir atkariga no lokalam ipasibam, piemeéram, dota tipa
apaksgrafa eksistence.

Grafu invariantus var klasificet art

e péc to aprekinasanai nepiecieSsamajiem laika un telpas resur-
siem asimptotiku nozime (”atrie” - aprekinami laika, kas ir poli-
nomiala funkcija no |V|, ”lénie” - aprékinami laika, kas ir vismaz
eksponenciala funkcija no |V|),

e pec to aprekinoSo algoritmu kompleksitates (”vieglie” - apreki-
nami ar programmam, kas izmanto fiksetu atminu, ”grutie” -
aprekinami ar programmam, kas satur mainigu atminu).

Uz So bridi nav zinama pilna un viegli aprekinama invariantu
sistema -
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e vai nu invariants ir pilns un aprekinams tikpat leni ka izomor-
fisms,

e vai ar tas nav pilns un atri aprekinams (pieméram, virsotnu un
skautnu skaits).

2. Apaksgrafu invarianti

2.1. Ievads

Apzimesim ar M (T') tadu T' apaksgrafu skaitu, kas ir izomorfi ar
grafu A.

2.1. piemers. Ja A = K; (trivialais grafs), tad Na(T') = [V(I)].

Ja A = K, tad Na(T) = |E(T)].
Ja A = K3, tad Na(T) ir vienads ar trijsturu skaitu grafa.
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2.1. teoréema. Ja I’ ~ IV, tad katram A izpildas vienadiba

Na(T) = Na(TY).

PIERADIJUMS Skaitlus Na (') un Na(I”) viennozimigi nosaka
grafu matricas. Ta ka I' ~ I", tad ir iespejams sakartot I/ virsotnes
ta, ka matrica ir vienada ar I matricu, tapec izpildas vienadiba. l

Redzam, ka katram A funkcija M ir grafu invariants.

Vienkarsakie Na tipa invarianti:

e virsotnu skaits (A = K7),

e skautnu skaits (A = Kj),

o trijstliru skaits (A = K3),

e A = K, - n-kliku skaits,

e A = O, - n-neatkarigo kopu skaits,

e virsotnu skaits, kuru pakape nav mazaka par dotu pakapi (A ir
zvaigzne ar dotu staru skaitu),
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e dota garuma vienkarsu kézu skaits (A = P,),

e dota garuma vienkarsu ciklu skaits (A = C),).

2.2. Virsotnu un skautnu skaits
I' = (V,E). V funkcija no |V| un |E| ir invariants:
e |V] - virsotyu skaits,

e |E| - skautyu skaits,

o ()= v videjais skautpu skaits uz vienu virsotni,
] Skautnu bl dal ilna fa skaut kait
° W - Skautyu blivums (dala no pilna grafa skautnu skaita)
1%

2.2. teoréma. I' = (V| E) - grafs.

Vi

1. |E| > - = grafa I' 3 kéde ar garumu 2.
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V2

2. |E| > (7) = grafa I" 3 cikls ar garumu 3 (trijsturis).

PIERADIJUMS
1. Katrai skautnei piekartosim tas galus - virsotnes, izmantosim
Dirihle principu.

|V| < 2|E| = 3 virsotne v, kurai atbilst vismaz 2 skautnes —
Jdkede u — v — w.

2. Pienemsim pretejo: I' nesatur trijsttirus.
A- maksimala neatkariga virsotnu kopu, B = V\ A.
Vv e V: N(v) - neatkariga kopa = d(v) < |A|.

Bl< ¥ aw) <l < (S - () m

2.3. teoréma. (Turin) I' = (V, E) - grafs.
I [V[?
E| > (1 - 7)% — K, CT.
r
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PIERADIJUMS Papildmateriala. W

2.1. piezime. Grafu ar n virsotnem un maksimalu Skautnu skaitu,
kas nesatur K, 1, sauc par Turana grafu T, ,.

2.3. Virsotnes pakape

2.4. teorema.

1. I =(V,E) - grafs = ) d(v) =2|E].
veV

2. T'=(V,E) - orientets grafs = > d_(v) = > di(v) = |E|.
veV veV

PIERADIJUMS
1. Pielietosim kombinatorikas pamatprincipu ”skaitisana divos
dazados veidos”.

Skaitisim katras virsotnes v incidentas skautnes un summesim Sos
skaitlus pa visam grafa virsotnem:
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e 10 vienas puses, meés iegisim »_ d(v),
veV
e 1o otras puses: V Skautnei ir 2 galapunkti — V skautne tiks
skaitTta 2 reizes = summa iegiisim lielumu 2|E|.

2. Lidzigi W

2.2. piezime. Seko, ka jebkura grafa virsotnu skaits ar nepara pakapém
ir para skaitlis:

dy+...+dp +dis1 + ... +dp, =2|E| = k — para skaitlis.

nepara pakapes para pakapes

2.5. teorema. I' - grafs, 6(T") > 2.
1. grafa I’ 3 vienkarsa valgja kede ar garumu 6(T")

2. grafa I' 3 vienkarss cikls ar garumu 6(I") 4 1.

PIERADIJUMS
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1. Pienemsim, ka garakas kedes garums ir k& un tai atbilstosa
virsotyu virkne ir (v, ..., vg).

Visas virsotnes vy blakusvirsotnes pieder Sai virknei, tapec ka
pretgja gadijuma kedi varétu pagarinat — k > §(T').

2. Apskatam to pasu ieprieksgja punkta virsotnu virkni (vy, ..., vg).
Pienemsim, ka indekss ¢, 0 < ¢ < k, ir minimalais indekss ar 1pasibu
Vi ~ V.

Visas vy blakusvirsotnes pieder maksimalajai kedei = virsotyu
virkne (v;, vit1, ..., Uk, v;) veido ciklu ar garumu [ > 6(T) + 1 (vismaz
4(T") skautnes skaitot no vy un vel viena v; ~ vy ). B

2.4. Pakapju virkne

Neaugosu nenegativu skaitlu virkni (dy, da, ..., d,,) sauc par grafisku,
ja eksiste tads grafs T', kura virsotnu pakapes (atbilstosi sakartotas)
ir dl, veny dn

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



22
2.4.1. Hakimi-Havel kriterijs

Par neaugosas nenegativu skaitlu virknes D = (dy, ..., d,,) Hakimi-
Havela parveidojumu sauksim virkni (ja ta ir definéta)
HH(D) = SOTt((dQ - ].,dg - ]., ceey dd1+1 - ]., dd1+2, ,dn))
d, elementi

2.2. piemeérs. D = (4,4,3,3,2,2,1,1), HH(D) = (3,2,2,2,1,1,1).

2.6. teoréma. (Hakimi-Havel kritérijs)
> d; = 0(mod 2)
D = (dy,da,...,d,) ir grafiska <= i
HH(D) ir grafiska

PIERADIJUMS

=

Piegemsim, ka virkne HH(D) = (db,...,d}) ir grafiska «<— 3
grafs I, kura pakapju virkne ir HH(d). No I" konstruesim jaunu
grafu I gada veida:
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1. Izveidosim jaunu virsotni vy,

2. Savienosim v; ar d; virsotném v, ..., v4, +1, kuru pakapes ir do —
1,..,dg 41— 1.

Redzam, ka I'" pakapju virkne ir D = D ir grafiska virkne.

=

Pienemsim, ka grafa I' pakapju virkne ir D. Konstruesim grafu,
kura pakapju virkne ir HH (D).

1. Definésim tekoso grafu v = T', apzimesim ar v virsotni ar (mak-
simalo) pakapi dy, apzimésim ar U virsotyu kopu ar pakapem
day ..oy ddy 41

2. Nw) =U = ~:=~—{v} ir ar pakapju virkni NN (D) un
algoritms ir pabeigts.

w € U\N(v)

3. Nw) #£U — 3{ fe NON\U
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d(w) > d(t) z € N(w) asi
;UG%\][V(S)’) — 3, { 2 N U {u,t} - Definesim

Y= {w’z} - {’U,t} + {v,w} + {th}'
Jaunajam grafa v virsotyu pakapes ir tadas pasas, bet N(v)NU
ir lielaks. Ejam uz soli 2.
|

2.3. piemeérs. D = (4,4,3,3,2,2,1,1), HH(D) = (3,2,2,2,1,1,1),
HH?*(D) = (1,1,1, 1, 17 1) - var redzet, ka grafiska,

HA'(D) = (1.1, 1,1.0). HHI(D) = 1,100,

HH®(D) = (0,0,0) - acimredzami grafiska.
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2.4.2. Erdos-Gallai kriterijs

2.7. teoréma. (Erdos-Gallai kriterijs)
D = (dy,ds, ...,dy,) ir grafiska <

>_di = 0(mod 2)

k n
di <k(k—1)+ > min(k,d;),¥ ke {l,..,n}
=1 j=k+1

K2

PIERADIJUMS
—

Pienemsim, ka V = {vy,...,v,}, kur d(v;) = d;. Apskatisim
skautnes, kuram vismaz viens gals ir kopa Vi, = {v1, ..., v }. Skaitisim
v skautni pie katra gala (2 reizes), apzimeésim 3o skaitu skaitu ar X.

k

e Skaitot pakapes virsotném no Vj iegiisim X = »_ d;.

i=1

e Sadas skautnes dalas 2 dalas:
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— tas, kuram abi gali ir kopa V}, skaits neparsniedz k(k — 1),
— tadas kuram viens gals ir arpus Vi;
ja otrs gals ir v, tad to skaits neparsniedz min(k, d;), tatad

n
kop€jais skaits neparsniedz > min(k,d;).
Jj=k+1

—
]
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3. T7.majasdarbs

3.1. Obligatie uzdevumi

7.1 Atrast visus izomorfisma tipus

(a) (neorientétiem) grafiem ar 5 virsotnem,

(b) orientétiem grafiem ar 4 virsotném un 3 skautném,

(¢) (neorientetiem) kokiem ar 7 virsotném.
7.2 Atrast visus automorfismus sadiem grafiem:

(a) kedei P,

(b) pilnajam grafam K,

(¢) apvienojumam Ko U K U Kj,

(d) kuba grafam.
o VN2 _ e
7.3 Pieradit, ka |E| < (7) = grafa nevar nodrosinat trijstari.
7.4 Atrast grafus ar maksimalu Skautyu skaitu, kura nav apaksgrafu,

kas ir izomorfi ar C3 vai ar C4 un kuriem ir

(a) 6 virsotnes,

(b) 7 virsotnes,

(c) 8 virsotnes.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



28

3.2. Paaugstinatas gritibas un pétnieciska rakstu-
ra uzdevumi

7.5 Atrodiet visus automorfismus sadiem grafiem:

(a) oktaedra grafam,
(b) Petersena grafam,
(c) apvienojumam Ko U Ko U K.
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