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Lekcijas merkis:
e iegut prieksstatu par grafu teorijas nozari un tas pielietojumiem
modelésana.

Lekcijas kopsavilkums:

e sistemu vai procesu modeléSanai var izmantot 1pasas diskréetas
matematikas strukturas - grafus, tos var petit ka matematiskus
objektus.

Svarigakie jedzieni: neorientétie un orientétie grafi, multigrafi,
svertie grafi, apaksgrafs, inducéts apaksgrafs, skeletals apaksgrafs, vir-
sotnes apkartne, virsotnes pakape, orienteta grafa virsotnes apkartne
un pakape, pakapju vektors, papildgrafs, marsruts, kede, cikls, vien-
karss marsruts, sakarigs grafs, sakaribas komponente, specialas grafu
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klases - trivialais, bezskautnu, pilnais, kede, cikls, divdaligs, m-daligs,
koks, regulars, planars, Petersena, operacijas ar grafiem - apvienoSana,
virsotnes vai Skautnes izdzéSana, Skautnes pievienosana un savilksana,
blakusattiecibas saraksts un matrica.

Svarigakie fakti un metodes:
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1. Ievads grafu teorija

1.1. Motivacija

Viens no fundamentaliem matematikas pamatjedzieniem ir attie-
ciba - Tpagiba, kas piemit vai nepiemit kopu elementu pariem.

Attiecibas ir lietderigi meginat vizualizet grafu veida:

e virsotnes - kopu elementi,

e Skautnes - elementus saistoSas linijas (Skautnes, bultinas, no-
grieznus) ar tadu papildinformaciju, kas ir nepieciesama pareizai
uzdevuma nosacijumu grafiskai, parasti 1 papildinformacija ir
Skautnu vai virsotnu parametri jeb ”svari”.
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1.2. Pamatdefinicijas

1.2.1. Grafu klases

Neorientetie grafi. Par grafu (neorientétu grafu) sauksim pari
I = (V,E), kur V - grafa virsotnu kopa, V # & un E ir V divu
elementu apakskopu kopas apakskopa - grafa skautnu kopa.

Neorientetam grafam atbilst simetriska antirefleksiva attieciba.

3.6. attels. Neorientéta grafa piemers

Divas neorientéeta grafa virsotnes vy, vy sauksim par blakusvirsotném
(savienotam virsotném), ja {v1,v2} € E, apzIme ar v1 ~ vs.
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Virsotni v un skautni e sauksim par incidentam, ja viens no skautnes
e galapunktiem ir virsotne v.

Divas skautnes sauksim par incidentam, ja tam ir kopiga virsotne.

Orientetie grafi. Par orientétu grafu sauksim pari I' = (V| E),
kur V - orienteta grafa virsotnu kopa, V # @, E C V x V - orientéeta
grafa Skautnu kopa, nav skautnu (v,v) (cilpu).

Orientetam grafam atbilst patvaliga antirefleksiva attieciba.

®

3.7. attels. Orientéta grafa piemers
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No orientéta grafa var iegtit neorientétu grafu, ” aizmirstot” Skaut-
nu orientaciju. Otradi, no neorientéta grafa var iegut orientétu grafu,
uzskatot katru neorientetu skautni par divu preteju orientetu skautnu
apvienojumu.

Var definet ar1 grafus ar cilpam.

Multigrafi. Par neorientétu vai orientétu multigrafu sauksim gra-
fu, kura var but vairak neka viena neorientéta vai orienteta skautne
starp divam virsotném viena virziena, tas var but ar vai bez cilpam.
Skautnu skaitu starp divam virsotném sauksim ari par skautnes mul-

o L ]
3.8. attels. Orientéta multigrafa piemers

Grafi ar svariem. Par nosvertu grafu (grafu ar indeksétam vir-
sotném un/vai skautném) sauksim grafu, kura katrai virsotnei un/vai
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Skautnei var but piekartots skaitlis, vairaki skaitli vai citu kopu ele-
menti (virsotyu vai skautnu svari).

Formali runajot, nosverts grafs ir jebkura tipa grafs ar papildus
struktiiru - virsotnu ”svaru” funkciju w : V. — A vai/un skautpu
"svaru” funkciju w : E — A, kas katrai virsotnei/skautnei piekarto
kadu elementu no kopas A (svaru). Parasti kopa A ir kada no kla-
siskajam skaitlu kopam.

3.9. attels. Nosverta grafa piemeérs
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1.2.2. Vienadiba un apaksgrafi

Jebkura tipa divus grafus sauksim par vienadiem, ja to virsotnu
un Skautnu kopas ir vienadas.

Ja dots grafs I' = (V, E), tad grafu I'y = (V3, Ey) sauksim par
T" apaksgrafu, ja V; C V, E; C E, un katra no kopas F; Skautném ir
incidenta tikai kopas V; virsotnem, apzimesim to ar pierakstu I'y C T'.

Par virsotnu kopas U inducéto (pilno) apaksgrafu sauksim apaks-
grafu, kura virsotnu kopa ir U un kas satur visas Skautnes, kas ir
incidentas tikai kopas U elementiem.

Grafu I' sauksim par maksimalu attieciba uz kadu ipasibu P, ja
neeksiste grafs IV tads, ka I' C IV un grafam IV piemit 1paSiba P.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



11
1.2.3. Virsotnes apkartne

Par grafa virsotnes apkartni sauksim virsotnu kopas apakskopu,
kas satur visas ar to savienotas virsotnes, virsotnes v apkartni apzi-
meésim ar Np(v).

Par orientéta grafa virsotnes v pozitivo/negativo apkartni sauksim
virsotnu kopu, kas satur visas virsotnes u tadas, ka eksiste skautne
(u,v)/(v,u), s kopas apzimesim ar N (v) vai N_(v). Orientéta grafa
I" kopu N_(v) apzimesim arT ar I'(v) un kopu Ny - ar T=1(v).

Par grafa virsotnes pakapi sauksim ar to incidento Skautnu skaitu
vai, citiem vardiem sakot, virsotnes apkartnes elementu skaitu, vir-

sotnes v pakapi apzimésim ar d(v).

Par grafa pakapju vektoru sauksim virkni (ag, ..., ax), kur a; ir
grafa virsotnu skaits ar pakapi .
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Par grafa vidéjo virsotnes pakapi sauksim lielumu

)= 7 2 )

veV

Par orientéta grafa virsotnes v pozitivo/negativo puspakapi sauk-
sim ar v incidento ieejoso/izejoso skautnu skaitu jeb v pozitivas/ne-
gatIvas apkartnes elementu skaitu, apzimesim ar d (v)/d_(v).

1.2.4. Neorienteta grafa papildgrafs

Par neorienteta grafa I' = (V, E) papildgrafu jeb papildinajumu
sauksim grafu I', kura divas virsotnes ir savienotas tad un tikai tad,
ja tas nav savienotas grafa I'.

1.1. piemeérs. 3.11.attela grafa (a) papildgrafs ir grafs (b).
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(a) (b)
3.11. attels. Grafa un ta papildgrafa piemers

1.2.5. Staigasana pa grafu

Uzdevumu risinasana ir lietderigi domat par grafu ka par trans-
porta vai sazinasanas tikla modeli, tapec ir jadefine vienkarsakie je-
dzieni, kas ir saistiti ar parejam starp virsotnem.

Par marsrutu grafa sauksim virsotnu un Skautnpu virkni

(V0, €1,y .y €ny Un),

kur jebkuras divas kaiminu virsotnes v; un v; 1 ir savienotas ar Skautni
e;i+1. Ja marsruta vyp = v,, tad tadu marsrutu sauksim par noslegtu,
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pretéja gadijjuma, kad vg # v, - par valgju, Skautnu skaitu marsruta
sauksim par ta garumu;

Marsrutu, kura visas Skautnes ir dazadas, sauksim par kedi;

Kedi, kura visas virsotnes iznemot, iespejams, pirmo un pedgjo, ir
dazadas, sauksim par vienkarsu kedi;

Noslegtu kedi ar pozitivu garumu sauksim par ciklu, noslegtu
vienkarsu kedi ar pozitivu garumu sauksim par vienkarsu ciklu.

Marsrutu (kedi, vienkarsu kedi), kura pirma virsotne ir v un pedgja
- w, sauksim par (v, w) - marsrutu (kédi, vienkarsu kéedi).

Par vienkarsu kedi vai vienkarsu ciklu ir lietderigi domat ka par
grafa apaksgrafu, kas satur atbilstosas virsotnes un Skautnes starp
virsotnem.

Analogiski marsruta, kédes un cikla jedzienus definé orientétiem
grafiem. Par virzitu marsrutu orientéta grafa sauksim virsotnu un
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skautnu virkni (vg, €1, ..., €n,v,), kur jebkuras divas virsotnes v; un
v;41 ir savienotas ar (orienteto) skautni e; 1. Lidziga veida definesim
ar1 virzitu kedi, vienkarsu kedi, ciklu un vienkarsu ciklu.

1.2.6. Sakarigums

Grafu sauksim par sakarigu, ja eksiste kede starp jebkuram divam
virsotnem.

Maksimalu sakarigu apaksgrafu sauksim par grafa sakaribas kom-
ponenti.

Var redzet, ka grafs ir sakarigs tad un tikai tad, ja eksiste virsotne
v tada, ka jebkurai citai virsotnei u eksisté marsruts (u, ..., v).

1.2. piemeérs. 3.12.attela grafs (a) ir sakarigs un grafs (b) nav
sakarigs un satur 2 komponentes.
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(a) (b)

3.12. attels. Sakariga un nesakariga grafa piemeri

1.3. Specialas grafu klases

Par trivialo grafu sauksim grafu ar vienu virsotni un bez skautnem.
Par tukso grafu sauksim ”grafu”, kura virsotnu un skautnu kopas ir

tuksas.

Pilnais grafs K, - (neorientéts) grafs ar n virsotném, visi virsotyu
pari sava starpa ir savienoti.

Bezskautyu grafs O,, - (neorientets) grafs ar n virsotném un 0
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Skautnem.

K, 0,

3.14. attels. Pilna grafa un bezskautnu grafa piemeri
Keéde P, - sakarigs grafs ar n virsotnem, kur divam virsotném

pakape ir 1 un parejam pakape ir 2. Cikls C,, - sakarigs grafs ar n
virsotném, kur katrai virsotnei pakape ir 2.
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Cs

3.15. attels. Kedes un cikla piemeri

Divdaligs grafs - grafs, kura virsotnu kopu var sadalit divas dalas
ta, ka jebkuras divas virsotnes, kas pieder vienai dalai, nav savienotas.

Pilns divdaligs grafs K, ,, - divdaligs grafs, kura virsotyu ko-
pas dalu elementu skaits ir n un m un kura jebkuras divas virsotnes
dazadas dalas ir savienotas.

m-daligs grafs - grafs, kura virsotnes var sadalit m dalas ta, ka
jebkuras divas virsotnes, kas pieder vienai dalai, nav savienotas.
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Pilns m-daligs grafs K, . n, - m daligs grafs, kura virsotpu ko-
pas dalu elementu skaits ir nq, ..., n,,, jebkuras divas virsotnes dazadas
dalas ir savienotas.

K K,,,

33 2.2,

3.17. attels. 2-daliga un 3-daliga grafa piemeri

Koks - sakarigs grafs bez inducetiem apaksgrafiem, kas ir cikli
(sakarigs aciklisks grafs). Mezs - grafs bez cikliem (ne obligati sakarigs).
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3.19. attels. Mezs

Regulars grafs - grafs, kura visam virsotnem ir vienada pakape.
Ja regulara grafa virsotnes pakape ir k, tad to sauksim par k-regularu
grafu. Katram n atbilstosais cikls C),, un pilnais grafs K, ir regulari
grafi.

3.20. attels. 3-regularu un 4-regularu grafu piemeri ar 6 un 7
virsotnem
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Plakans grafs - grafs, kas ir uzzimeéts ta, ka skautnem ir kopigi
punkti tikai virsotnes.

Planars grafs - grafs, kuru var uzzimet ka plakanu grafu (plakanizet).

3.21. attels. Planara grafa plakanizacijas piemers

Ir atrasti un petiti vairaki interesanti grafi, kas ir nosaukti to atklajeju
vardos. Popularakais no sadiem grafiem ar nelielu virsotnu skaitu ir
Petersena grafs:
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3.22. attéls. Petersena grafs

Regularo daudzskaldnu grafi tiek ieguti no ta saucamajiem re-
gularajiem daudzskaldpiem (tetraedrs, kubs, oktaedrs, dodekaedrs,
ikosaedrs), kur katram atbilst grafs, kura virsotnes un skautnes at-
bilst figuras geometriskajam virsotném un Skautnem.

Tetraedra grafs Kuba grafs Oktaedra grafs
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Dodekaedra grafs Ikosaedra grafs

3.23. attels. Regularo daudzskaldyu grafi

1.4. Operacijas ar grafiem

Grafu teorija biezi rodas nepieciesamiba veidot jaunus grafus no
jau uzdotiem. Apskatisim dazas operacijas ar grafiem.

Papildinasana. ST operacija jau tika definéta.

Apvienosana. Ja doti 2 grafi ' = (V, E) un IV = (V’, E’), tad par
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to apvienojumu sauksim grafu
rur’=(VUv,EUE).

Piemeram, var redzet, ka katrs grafs ir ta komponensu apvienojums.

Virsotnes (virsotyu kopas) izdzeésana. Grafa tiek izdzesta virsotne
(virsotnu kopa) un visas tai incidentas skautnes, virsotypu kopas U
izdzesanu grafa I' = (V, E) apzimésim ar I' — U, tadgjadi

I —U = (V\U, E\{(u,0) U (v, u)|u € U,v € V}).

Skautnes (skautnu kopas) izdzesana. Grafa tiek izdzesta Skautne
vai skautnu kopa, skautnu kopas S izdzesanu grafa I' = (V, E) apzi-
mesim ar I' — 9, tadejadi

r-S=(V,E\S).

Skautnes savilksana. Virsotnes, kas incidentas ar doto skautni, tiek

apvienotas viena virsotn€, skautnes e savilksanu grafa I' apzimesim ar

T/e.
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Skautnes pievienoSana. Tiek pievienota Skautne, kas savieno di-
vas izvelétas nesavienotas virsotnes, skautnes e pievienosanu grafa I’
apzimesim ar ' + e.

1.5. Datu strukturas grafu uzdosanai

Grafus, tapat ka jebkurus citus matematiskus objektus, ir japrot
pilnvertigi un ekonomiski iekodet ar piemerotu diskretas matematikas
objektu palidzibu.

1.5.1. Virsotpu blakusattiecibas saraksts

Katrai virsotnei piekartosim visas virsotnes, kas ar to ir savienotas.

Praktiski blakusattiecibas sarakstu realizé divdimensionala masiva
vai saistita saraksta veida.
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3.24. attels. Grafa uzdosana ar blakusattiecibas sarakstu

Blakusattiecibas saraksts praktiski (programmeésana) tiek izman-
tots visbiezak.

1.5.2. Virsotpu blakusattiecibas matrica

Grafu uzdod ar |V| x |V| binaru matricu, kura rindas un kolonnas
tiek indeksetas ar grafa virsotném noteikta kartiba, matricas rutina,
kas atbilst rindai v un kolonnai v tiek ierakstits 1, ja virsotnes u un
v ir savienotas, un 0, ja tas nav savienotas.
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ofl=le|~
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3.25. attels. Neorientéta grafa uzdosana ar blakusattiecibas matricu

Orienteta grafa gadijuma rutina tiek ierakstits 1 tad un tikai tad, ja
eksisté skautne (v,u) (no v uz ).

=3 I BN IS
IS I BN IS
—|leole|e

2 woN =
olele|e

3.26. attels. Orienteta grafa uzdoSana ar blakusattiecibas matricu
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Orienteta nosverta grafa gadijuma rutina tiek ierakstits skaitlis w tad
un tikai tad, ja eksisté skautne (v, u) ar svaru w, parejas ritinas tiek
ierakstita 0 tapat ka ieprieksejos gadijumos;

Matricas biezak izmanto grafu teoretiskos petijumos.

1.6. Grafu pielietojumi modelesana

1.6.1. Modelu teorija

Jebkuras dabas un izcelsmes sistémas vai procesa uzdoSanu mate-
matisku objektu un sakaribu veida sauksim par §is paradibas modeli.

Modelis ir realitates vienkarsota un jedzieniski noslegta abstrakta
uzdoSana.

Modeli tiek veidoti ar merki labak saprast doto sistemu. Pietiekosi
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sarezgitas sistemas vispar nav iespejams analizet bez vienkarSotu mo-
delu palidzibas.

Sistémas petisanu, parnesot tas Ipasibas uz modeli, sauksim par
sistémas modelésanu.

Modelesanas pamatprincipi ir $adi:
1) modela izvele butiski ietekmé uzdevuma atrisinajuma procesu
un pasu atrisinajumu;

2) modelu detalizacijas pakapes var but dazadas;

3) sikaka detalizacijas pakape nozime lielaku modelu precizitati un
sarezgitibu;

4) ir velams izmantot vienlaicigi vairakus modelus.

Galvenie grafu modelu tipi ir $adi:
e materialas sistémas modelis - virsotnes un Skautnes ir fiziski
objekti, Skautnu objekti fiziski saista virsotnu objektus;

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



30

e sisteémas abstraktu Ipasibu modelis - virsotnes ir fiziski vai
nefiziski objekti, Skautnes saista virsotnes atkariba no to ab-
straktajam 1pasibam;

e procesa modelis - virsotnes ir fiziski vai nefiziski objekti, ie-
spejams, dazados laika vai attistibas stavoklos, Skautnes norada
virsotnu evolucionaro vai celonsakarisko atkaribu.

Lai izveidotu efektivu dotas sistémas/procesa grafu modeli, ir
1) janosaka svarigakas dotas modelgjamas sisteémas apakssistémas/
stavokli, kas tiks definetas ka grafa virsotnes;

2) janosaka svarigakas modeléjamas attiecibas starp virsotpu ob-
jektiem, attiecibas var saistit sisteémas dalas vai stavoklus (laika
val attistiba).

Péc modela izveidosanas tiek risinati uzdevumi, kas attiecas uz
modeléjamo sistemu.
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1.6.2. Grafu modelu piemeri

Zemak ir parskaititi dazi konkréti (vairak vai mazak nopietni)
grafu modeli:

1. matematiskas teorijas apgalvojumu grafs (virsotnes - apgalvo-
jumi, skautnes - logiskas secinasanas);

2. funkcionalais grafs (virsotnes - kopas elementi, skautnes - fun-
kcijas darbiba);

3. lielumu-sakaribu grafs (virsotnes - skaitliski lielumu un sakaribas
starp tiem, Skautnes - lieluma piedalisanas sakariba);

4. metrikas grafs (virsotnes - jebkura veida fiziski vai nefiziski ob-
jekti vai to kopas, Skautnes - objektu geometriska, strukturala,
funkcionala vai evolucionara tuviba, pielieto lielu kopu analize);

5. varbutiska procesa grafs (virsotnes - sistémas stavokli, skautnes
- parejas starp stavokliem, kuras raksturo to varbutiba);

6. lemumu koks (virsotnes - krizes stavokli, Skautnes - lemumi,
izmanto lemumu pienemsana ekonomika, vadisana, inzenierkon-
strukciju diagnosticesana u.c.);
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sistémas grafs (virsotnes - sisteémas komponentes, Skautnes -
komponensu mijiedarbiba, pielieto sistemu projektesana un ana-
lize);

celopsakaribas grafs (virsotnes - kadas sisteémas stavokli vai pa-
rametri, orientetas Skautnes - celonsakaribas, izmanto lielu sis-
tému vai kompleksu procesu pétisana);

speles grafs (virsotnes - speles stavokli, skautnes - spéles notei-
kumu atlautas parejas (gajieni) starp stavokliem, pielieto spelu
uzvaroSo strategiju izstradasana);

datortikls (vispariga gadijuma - komunikaciju tikls) (virsotnes -
datori vai komunikaciju mezgli, Skautnes - sakaru Iinijas, pielieto
datortiklu projektésana un analize);

socialais grafs (virsotnes - cilveki vai to kopas, Skautnes - pazi-
Sanas, ekonomiskas vai cita veida attiecibas, pielieto sabiedribas
analizé un attistibas planosana);

organizacijas grafs (virsotnes - cilveki vai to kopas, Skautnes -
attiecibas, kas raksturo organizacijas struktiiru);
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projekta grafs (virsotnes - projekta darbi vai stavokli, Skautnes
- attiecibas starp darbiem vai darbi, kas saista stavoklus);

darbinieku-pienakumu grafs (virsotnes - darbinieki un pienakumi
vai darbi, Skautnes - attiecibas, kas darbiniekiem piekarto to
iespejamos pienakumus);

makroekonomiskais finansu pliismas grafs (virsotnes - tautsaim-
niecibas nozares, Skautnes - finansu plusmas starp nozarem, pie-
lieto ekonomiskos petijumos un planosana);

Jjuridisko normu grafs (virsotnes - likumi u.c. juridiskas nor-
mas, Skautnes - juridisko normu savstarpeja atkariba, pielieto
juridisko procesu planosana);

celu grafs (virsotnes - pilsétas, Skautnes - celi);
ielu grafs (virsotnes - krustojumi, skautnes - ielas);
molekulas grafs (virsotnes - atomi, Skautnes - kimiskas saites);

elektriskas kédes grafs (virsotnes - elektromagnetiski aktivi ele-
menti, Skautnes - vadi vai kontakti);
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21. ”barosanas kéde” (virsotnes - dzivnieku sugas, skautnes - "ba-
roSanas” attieciba, pielieto biosistéemu analize);

22. evolucionarais (filogenétiskais) koks (virsotnes - sugas vai popu-
lacijas, skautnes - evolucionaras izcelsmes attieciba);

23. kimiskas vielas priekstecu grafs (virsotnes - kKimiskas vielas, ku-
ras tiek ieglitas kadas vielas razosanas procesa (prieksteci), skaut-
nes - priekstecu izmainas razosanas procesa);

24. organu atkaribas grafs (virsotnes - cilveka ieksgjie organi, skaut-
nes - atkariba starp organiem, pielieto medicina);

25. asinsvadu grafs (virsotnes - asinsvadu sazarojumi, Skautnes -

asinsvadi).

26. kulinarijas izstradajuma gatavosanas grafs (virsotnes - kulinari-
jas izstradajuma stavokli (sakot no pamatkomponentem), skaut-
nes - parejas starp stavokliem gatavoSanas procesa, pielieto edie-

nu gatavosana).
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6.majasdarbs

Obligatie uzdevumi

Cik ir dazadu katra tipa (neorientétu, orientétu, orientétu ar
cilpam) grafu ar n virsotnem? Cik ir dazadu katra tipa grafu ar
n virsotnem un m Skautnem?

Pieradit, ka katra sakariga grafa ir vismaz divas virsotnes, kuru
izdzesana nepadara grafu par nesakarigu.

Pieradit, ka neeksiste grafs ar piecam virsotném, kuru pakapes
ir 2,4,4,4,4.

Pieradit, ka ja grafa I' ir vismaz 6 virsotnes, tad vai nu I' vai T’
satur trijstiri.

Izmantojot grafu teoriju atrisinat klasisko uzdevumu par vilku,
kazu un kapostu (cilvekam laiva japarved pari upei Sie tris ob-
jekti, laiva bez cilveka var bt tikai viens objekts...).
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2.2. Paaugstinatas griitibas un petnieciska rakstu-
ra uzdevumi

6.6 Pieradit, ka eksiste grafs ar 2n virsotném, kuru pakapes ir
1,1,2,2,...,n,n.

6.7 Pieradit, ka ja grafa I' ir vismaz 18 virsotnes, tad vai nu I' vai
I' satur K4.
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