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Lekcijas merkis:
e apgit veidotajfunkciju metodes pamatus.

Lekcijas kopsavilkums:
e kombinatorikas uzdevumus var risinat izmantojot veidotajfunk-
cijas.

Svarigakie jedzieni: veidotajfunkcija, eksponenciala veidotaj-
funkcija, kombinatoriska klase, veidotajfunkciju summa un reizina-
jums, Katalana skaitli.

Svarigakie fakti un metodes: skaitoso veidotajfunkciju kon-
strueésana, veidotajfunkciju summas un reizinajuma kombinatoriska
interpretacija, virknu kopas, apakskopu veidotajfunkcijas atrasana,
ieziméto objektu kopas veidotajfunkcija.
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1. Veidotajfunkciju metode

1.1. Pamatfakti

1.1.1. Definicijas

Veidotajfunkcija ir matematiska konstrukcija, kas kompakta veida
satur informaciju par doto kombinatorikas uzdevumu kopuma.

Ja ir dota skaitlu virkne {a, }n>n, (pieméram, kadas diskrétu ob-
jektu klases {A, } skaitosa funkcija), tad
o A(x)= > ana" - veidotajfunkcija
n=ngo

< sa
o Acgp(z) = > (ﬁ) z™ - eksponenciala veidotajfunkcija.

n=ngp

Divas veidotajfuncijas sauksim par vienadam jeb formali vienadam,
ja attiecigie koeficienti pie vienadam argumenta pakapeém ir vienadi.
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Ja ir dota veidotajfunkcija A(x), tad ar [z"]A(x) apzimé tas koe-
ficientu pie x™.

1.1.2. Teilora rindas

Veidotajfunkcija A(x) var tikt interpretéta ka Teilora rinda punkta
x = 0 apkartne. Ja ir iespejams, veidotajfunkciju ir jamegina pieraks-
t1t elementaras funkcijas veida.

Veidotajfunkcijas konvergence vai konvergences radiuss klasiskaja
nozime parasti kombinatorika nespele izskiroso lomu.

Ja f(x) ir bezgaligi daudzas reizes atvasinama funkcija un kada
punkta x = 0 apkartné var tikt izvirzita pakapju rinda

f(z) = Zanat" = a, = /) (O)

n!
n>0

Izmantojot Teilora rindu teoriju virknes veidotajfunkciju var iden-
tificet ar tas kompakto pierakstu elementaras funkcijas veida.
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1.1.3. Vairaku argumentu veidotajfunkcijas

Veidotajfunkcijas ideju var visparinat uz virknem, kas ir atkarigas
no vairakiem indeksiem. Ja ir dota skaitlu virkne {a;,, .. s, }i;en, kas
ir atkariga no n naturaliem indeksiem, tad formalu pakapju rindu

_ i1 ik
Az, .y ) = E iy, iy T1 T
i1>0,...,in >0

sauksim par virknei atbilstoso daudzargumentu veidotajfunkciju.

1 1
l—y—2y 1—(1+2)

n

c= D (T4t =30 (X Crra™)y.

n>0 n>0 m=0

1.1. piemers. =14+ 1+a)y+(142)*y°+
Y
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1.2. Veidotajfunkciju pielietojumi kombinatorika

1.2.1. Rekurento sakaribu risinasana
Rekurento sakaribu risinasana, izmantojot veidotajfunkcijas, pa-
rasti notiek pec sada algoritma:

1) rekurentas sakaribas un sakuma nosacijumi tiek parveidoti no-
sacijumos, kurus apmierina veidotajfunkcijas;

2) tiek atrastas veidotajfunkcijas vai izdariti iespejamie secinajumi
par to dabu;

3) izmantojot Teilora rindu teoriju, tiek atrasti veidotajfunkciju
koeficienti.

1.2. piemers. Linearu rekurentu sakaribu risinasana ar veidotajfunk-
ciju metodi.
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1.2.2. Veidotajfunkciju konstruesana skaitiSanas merkiem

Kombinatorikas uzdevumi var tikt risinati izmantojot veidotaj-
funkcijas, vadoties pec sada algoritma:

1. tiek konstrugta veidotajfunkcija A(x), kuras koeficientus a,, var
interpretet ka dota kombinatorikas uzdevuma atrisinajumus;

2. veidotajfunkcija A(x) tiek parveidota un/vai vienkarsota;

3. koeficienti a,, tiek atrast izmantojot, pieméram, Teilora rindu
teoriju.

1.3. piemers. Ko skaita funkcija
(I+z+2*+23+ )1+ +2?)?

Atverot iekavas, locekli ir forma z%1 2% = g%t kur 0 < a1, 0 <
as < 3. Seko, ka koeficients pie ™ ir vienadojuma a; + as = n veselu
atrisinajumu skaits, kur 0 < aq, 0 < as < 3.

1.4. piemers. 20 identiski datori tiek sadaliti pa 5 istabam ta, ka
katra istaba ir vismaz 2 un ne vairak ka 7 datori. Cik veidos to var
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izdartt?
Skaitosa veidotajfunkcija ir
($2+$3+I4+$5+.’E6+.’E7)5

Jaatrod koeficients pie x2°.

1.5. piemeérs. Sadalijjumu skaita p(n) veidotajfunkcija ir
1

1—a%

A+zt+a’+. )0+ +at +. )0 +2+25+ ) =]
i>1

Reizinajuma saskaitamie péc iekavu atversanas ir forma z® 222239 ..
Koeficients pie 2™ ir vienadojuma

a1 + 2as +3a3 + ... =n

atrisinajumu skaits naturalos skaitlos - n sadalijjumu skaits naturalu
skaitlu summa.

1.6. piemeérs. Apzimésim ar g(n) naturala skaitla n sadalijumu skaitu
summas ar dazadiem naturaliem saskaitamiem. g(n) veidotajfunkcija
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1+2)1+2?)(1+a%).. =[] +29).

i>1

1.3. Operacijas ar veidotajfunkcijam un to kombi-
natoriska interpretacija

No diskretu objektu saimem jeb kombinatoriskajam klasem var
konstruet citu, sarezgitaku diskretu objektu saimes, veicot kopu teo-
retiskas un citas operacijas.

Lai skaitttu sadus jaunizveidotus objektus, var meginat veikt tadas
operacijas ar veidotajfunkcijam, kas iekode operacijas ar skaitamajiem
objektiem. Operacijas ar veidotajfuncijam var but ar algebrisku vai
analitisku raksturu.

Talak mes izmantosim kombinatorisko klasu terminologiju:
e kombinatoriska klase - A = {4, },
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e jaa € A,, tad teiksim, ka objekta a izmeérs |a| ir vienads ar n,

e par kombinatoriskas klases A skaitoso virkni sauksim virkni

{an} = {|Anl},

e objekti sastav no atomiem, visbiezak atomi ir kopu elementi,
simboli u.c.

1.3.1. Summa
Divu veidotajfunkciju summu define sadi:

(Z anx”) + (Z bnm”) = Z(an + by,)z".

n>0 n>0 n>0
Ja ir dotas divas kombinatoriskas klases

A={An},
B ={Bn.},

kuram izpildas nosacijums A N B = @, tad par to summu sauksim
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klasi
C=AUB.

Par objekta ¢ € C izmeéru sauksim ta izmeru sakotnéja klase.

= \Cn\ | An| + |Bnl,
Clx) = ;O\Cnlfv”: 2 (Mnl +Bn)z" = A(z) + B(x).

n>0

Veidotajfunkciju summa skaita kombinatorisko klasu apvienojuma
objektus.

1.3.2. Reizinajums

Divu veidotajfunkciju reizinajumu define ka pakapju rindu formalu
reizinajumu, atverot iekavas:

( i anx”) . ( i bnx”) = i cpx'™,
n=0 n=0 n=0

n
kur ¢, = > a;by—;.
~
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Ja ir dotas divas kombinatoriskas klases

A= {An}a

B = {Bn}v
tad par to reizinajumu sauksim klasi

C=AxB.

Par objekta ¢ = (a,b) € C izmeéru sauksim lielumu
lc] = la] +[b].

Redzam, ka saskana ar reizinasanas un summas likumu
n
1Cnl = [ Aol|Ba| + [A][Ba-a] + . + [AnllBol = D |Ail[Br-il,
i=0
tapec

Clz) =3 [Cala™ = (Z |An|x") : (Z |Bn|x") — A(2)B().

n>0 n>0 n>0
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Veidotajfunkciju reizinajums skaita kombinatorisko klasu reizina-
juma objektus.

1.7. piemers. Katalana skaitli C,,. Cik veidos var triangulét (sadalit
trijstiiros ar diagonalém, ta lai tas nekrustotos) n + 2-sturi (fiksétu)?
Definesim Cy = 1,y = 1. Redzam, ka Cy = 2,(C3 = 5.

Pieradisim, ka visiem n > 1 izpildas rekurenta sakariba

n—1
Cn= Z CrCrn1—k.
k=0

n =1 = vienadiba izpildas: C; =1 = CyCy.
n = 2 — vienadiba izpildas: Cy =2 = CyC1+C1Cy = 1+1 = 2.

n ir patvaligs = fiksesim vienu n + 2-stura malu. Ieverosim
sadus faktus:
e 51 mala ir viena no kada trijstira 7" malam,
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e visa triangulacija sastav no sakartotas virknes (X;,7T, X5), kur
X1 ir kada triangulacija k4 2-sturim un X» ir kada triangulacija
n+ 1 — k-sturim (skaitam atlikusas virsotnes),

e 0<k<n—1,
e kopejais triangulaciju skaits ar fiksetu k + 2 ir vienads ar

CrCrnoi—k,

e kopgjais triangulaciju skaits C,, saskana ar summas likumu ir

vienads ar
n—1
E CrCr1—k-
k=0

Apskatisim atbilstoso veidotajfunkciju

C(x) = Z Cpz".

n>0

Salidzinasim veidotajfunkcijas C(z) un C?(z).
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Redzam, ka
C*(z) = (Cy + Crz + Coz® + ..4)(Co + Crz + Coz® 4+ ..4) =
(CoCo) + (CoCt + C1Co)x + (CoC + C1C1 + CoCo)a” + ... =
Ci + Cox + Cs2® + ...
= C?(z)z + 1= C(z). Atrisinot attieciba uz C(x), iegiistam

1++1—4zx
2x '
Janem "minus” zime. Talak izvirzam Teilora rinda un iegustam, ka

C(x)

1
C,=——-0C3,.
n+1

1.3.3. Virknes

Apzimesim ar £ kombinatorisku klasi, kurai ir tikai viens elements
ar izmeru 0 (tuksa objekta klase).
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Ir dota kombinatoriska klase A, kurai Ag = @. Tas elementu
virkpu kopa SEQ(.A) ir izsakama veida

SEQ(A) =fuAuA?UAU..
Redzam, ka SEQ(A) veidotajfunkcija SA(z) ir vienada ar

1
2 _
1+ Ax)+ A% () +...= =A@
1.8. piemérs. A= A; un |A;| =n. Tad A(x) = nx un
1
Az) = .
SA(w) 1—nz

1.3.4. Apakskopu kopas veidotajfunkcija

Ir dota kombinatoriska klase A. Tas elementu apakskopa kopa
PSET(A) ir izsakama veida

PSET(A) = (2 + {a1}) x (@ + {az})... = [[ (& + {a})
acA
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(V elementu a var vai nu ieklaut vai arT neieklaut apakskopa).

Redzam, ka PSET(A) veidotajfunkcija PA(x) ir vienada ar

[[a+z1)=T]a+az")".

acA n>1

1.3.5. IezimeSana

Veidotajfunkcijas atvasinasana tiek defineta sadi:

oo ’ oo
( E anx") = E anpnz™ L.
n=0 n=0

Ir dota kombinatoriska klase A. Tas ieziméto objektu klase B =
O(A) ir klase, kuras elementi ir .4 elementi ar vienu iezimétu atomu.

Tezimét vienu atomu objektam a € A, nozime uzdot pari (a,1),
kur ¢ € {1,...,n} ir iezimeta atoma kartas numurs fikséta atomu
sakartojuma. = |B,|=n|A,| = B(z) = zA'(z).
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1.9. piemers. Cik veidos no n elementu kopas var izveléties komandu
un treneri (treneris var but art komandas loceklis). Binaru virkyu ter-
minos - cik ir binaru virkyu ar garumu n un vienu iezimétu elementu?

Atradisim meklgjamas virknes veidotajfunkciju. Zinam, ka binaru
virknu skaita veidotajfunkcija ir

1
C1—22
tapéc meklejama veidotajfunkcija ir

Blw) = x<1 —123:)/ “ —2235)2'

A(z)

1.3.6. Dazi triki

Atzimesim vel dazus lietderigus trikus, kurus izmanto darba ar
veidotajfunkcijam:
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e A(z) — A(xz) — anz™ - n-ta koeficienta anulesana, ieglstam
virkni
(G/Oa A1y ey An—1, 07 Ap+1, ),
o A(z) — A(2?) - koeficientu ”izretinasana”, iegiistam virkni
(CLO, 03 ay, 07 )a

A(z) — ag . _ e e
e A(x) - ———— - koeficientu nobide negativaja virziena par
T

vienu vienibu, ieglistam virkni
(a1, az,...);
x
o A(x) — [ A(t)dt - koeficientu daliSana ar naturaliem skaitliem,
0

iegtistam virkni
(0, a1/2, a2/3, ),
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5.majasdarbs

Obligatie uzdevumi

Atrast veidotajfunkciju auglu kopu skaitam, kas satur abolus,
apelsinus, mandarinus un bananus (katras skirnes augli ir ne-
atSkirami), ja abolu skaits ir nepara skaitlis, apelsinu skaits ir
para skaitlis, mandarinu skaits ir starp 3 un 8, ir vismaz viens
banans.

Atrast, cik veidos var izmainit n santimus izmantojot neierobe-
zotu skaitu Latvija 2013.gada piejamo monetu (pastav 1, 2, 5,
10, 20, 50, 100, 200 santimu moneétas).

Atrast veidotajfunkciju virknei {b, }, ja veidotajfunkcija virknei
{an} ir zinama un ir speka sakariba b, = an41 — G-
Apzimésim ar a,, visu iespejamo virknu (bez atkartojumiem,
ieskaitot tukso virkni) skaitu, kuras var izveidot no n-kopas ele-
mentiem, definésim ag = 1. Pieradiet, ka ir speka rekurenta
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sakariba
an = nap_1 +1,

atrodiet virknes {a,} eksponencialo veidotajfunkciju.

Paaugstinatas gritibas un péetnieciska rakstu-
ra uzdevumi

Pienemsim, ka A(z) ir veidotajfunkcija ar konstanto locekli 1.
Pieradtt, ka eksiste A(z) inversa veidotajfunkcija - veidotajfunk-
cija B(x) tada, ka A(x)B(z) = 1 un atrast rekurento sakaribu
inversas veidotajfunkcijas koeficientiem.

Definesim harmoniskos skait]us ar sadiem nosacijumiem:

ho = 0, hy, = zn:%
i=1

Pieradit, ka harmoniskie skaitli apmierina Sadas rekurentas sa-
karibas visiem n > 1:
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(a) ;hz =+ 1)(hps1 — 1),
(0) 3 ihi = Oy (s = 5).

n 1
(c) Z; Cikhi = Cﬁii(hnﬂ kil

).
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Pieradit, ka harmonisko skaitlu virknes veidotajfunkcija ir vie-

nada ar

1 1
ln<
1—=x 1—=2

).
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