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Lekcijas merkis:
e apgut rekurento sakaribu metodi un vienkarsakas to risinasanas
metodes.

Lekcijas kopsavilkums:

e kombinatorikas uzdevumus var risinat meklejot rekurentas sa-
karibas skaitosajai virknei un tas veidotajfunkcijai.

Svarigakie jedzieni: rekurenta sakariba (k-tas kartas, lineara).
Svarigakie fakti un metodes: klasisko kombinatorisko skaitlu
rekurentas sakaribas, linearo rekurento sakaribu risinasana ar vei-

dotajfunkciju metodi, linearu homogenu rekurentu sakaribu risinasana
ar raksturiga vienadojuma metodi.
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1. Rekurento sakaribu metode

1.1. Pamatdefinicijas

Ievads

Risinot kombinatorikas uzdevumus, nereti rodas situacija, kad ir
griti uzreiz saskatit atbildi vai pat hipotezi.

Nereti kombinatorikas uzdevumu var formulét ka virknes {a, }n>n,
vispariga locekla a,, atkaribu no n.

Lietderiga sadu uzdevumu risinasanas stratéegija ir Sada: atrast
virknes vispariga locekli a, ka funkciju no ieprieksgjiem §is virknes
locekliem un meginat izdartt pietiekosi daudz secinajumu, lai atrastu
atbildi - a,, atkaribas veidu no n.

St ideja ir kombinatorikas pamatprincipa ”skaldi un valdi” pieli-
etosanas piemers. Informaciju par saistibu starp a, un ieprieksejiem
virknes locekliem parasti iegist petot to, ka skaitamie objekti ar in-
deksu n tiek veidoti no mazakiem objektiem.
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Realizgjot sadu strategiju, ir nepieciesams arT atrast dazu (parasti
dazu pirmo) virknes loceklu vertibas - ”sakuma nosacijumus”.

Rekurento sakaribu metodes ideja

1. meklet rekurentas sakaribas
an = f(an-1,an-2,...,01),
to sistémas un sakuma nosacijumus ag, a1,... vertibas;

2. péc tam atrast a,, neizmantojot ieprieksejas a; vertibas, velams
izmantot veidotajfunkcijas.

Rekurentas sakaribas tiek mekletas
e sadalot skaitamas kopas objektus ar indeksu n mazakas dalas,

e petot, ka objekti ar indeksu n ir atkarigi no objektiem ar indeksu
n—1n—2,...
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Rekurento sakaribu specialgadijumi

Rekurentu sakaribu sauc par
e k-tas kartas rekurentu sakaribu, ja a, var izteikt, izmantojot
Ap—1y -+ An—k-
e homogeénu, ja nulles virkne
a():al:...:an:...zo

ir tas atrisinajums, preteja gadijuma rekurentu sakaribu sauksim
par nehomogénu.

e linearu, ja tai ir galiga karta un funkcija f ir lineara.
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1.2. Klasisko kombinatorisko skaitlu rekurentas sa-
karibas

1.2.1. Variacijas

—-m _ —m—1 . . — .
e | A, =A, ~-n|-Vvirknei ar atkartojumiem ar garumu m — 1

gala var pielikt jebkuru no n elementiem. So spriedumu var
modelét ar divdaligu grafu.

o | A" = A?_l (n—m+1) ‘ - V virknei bez atkartojumiem ar

garumu m — 1 gala var pielikt jebkuru no atlikusajiem n — (m —
1) =n —m+ 1 elementiem.

° ‘Ag = A’,f:ll ~m‘ - V virknei bez atkartojumiem no kopas ar

n—1 elementiem ar garumu m—1 vienu jaunu n-ta tipa elementu
var ielikt jebkura no m vietam.
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1.2.2. Kombinacijas

C«mzcm—l. (
n n m

n—m+1)

-V apakskopai ar m — 1 elementiem

var pievienot jebkuru no atlikusajiem n—(m—1) = n—m+1 elemen-
tiem. Savukart katra apakskopa ar m elementiem var rasties no m
mazakam apakskopam. So spriedumu var modelet ar divdaligu grafu.

1.2.3. Stirlinga skaitli

° ’S(n,m) =Sn—1,m—1)4+mS(n—1,m) ‘ - vienu jaunu ele-

mentu var vai nu

— likt atseviska apakskopa (3adu sadalijumu skaits ir vienads

ar S(n —1,m — 1)),

— vai arT pievienot kadai no jau esoSajam apakskopam (3adu
sadalijumu skaits ir vienads ar mS(n — 1,m)).
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o ’c(n, m)=cn—1,m—1)+ (n—1)c(n —1,m) ‘ - vienu jaunu

elementu var vai nu
— likt atseviska cikla ($adu permutaciju skaits ir vienads ar
e(n—1,m — 1)),
— vai arT pievienot kadai no jau esosajam permutacijam (3adu
permutaciju skaits ir vienads ar (n — 1)e(n — 1,m)).

1.2.4. Bella skaitli

Atradisim rekurentu sakaribu Bella skaitliem - kopu visu sadalijumu
skaitu netuksas apakskopas.

Izteiksim B, 41 rekurenta veida. Piegemsim, ka
XnJrl = {17 ey 1V + 1},

e apskatisim apakskopu, kas satur elementu n + 1, piepemsim, ka
ta satur vel k elementus, kur 0 < k£ < n,

e 50s k elementus var izveleties CF veidos un atlikusos n — k ele-
mentus var sadalit apakskopas B,,_j veidos,
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e kopejais sadaljjumu skaits, ja ta apakskopa, kas satur elementu
n + 1, satur vel k elementus, ir CﬁBn,k,

e summeéjot variantus, kas atbilst dazadam k vertibam, ieguistam
rekurentu sakaribu

Bn+1 = Z CSBn—kw
k=0

1.3. Linearas rekurentas sakaribas

1.3.1. Pamatfakti

Relativi viegli analizejams un risinams ir rekurento sakaribu spe-
cialgadijums, kad rekurentas sakaribas laba puse ir lineara funkcija ar
fiksetu argumentu skaitu.

Ja katram n > k 4 ng ir speka sakariba

Ap = U10p—1 + U20p—2 + ... + UkGp—f + fna
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tad teiksim, ka virkne {ay, }»,>n, apmierina linearu rekurentu sakaribu
(LRS) ar kartu k.

1.3.2. Linearu rekurentu sakaribu risinasana ar veidotaj-
funkciju metodi

Dots, ka virkne (piemeram, kada kombinatorikas uzdevuma skaitosa
virkne) {ay, }»>0 apmierina

e rekurentu sakaribu a,, = uiap_1 + UsGp_9 + ... + UpQp_k +
Jny V2> k,

e sakuma nosacijumus: ag,..., ap—1 ir doti.

Metodes apraksts

Tad {a,} var meginat atrast izmantojot veidotajfunkcijas:

1. Sastadisim veidotajfunkciju A(z) = 3 a;x.
i>0
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m—1 .
Apzimesim A,,(x) = > a;z".
i=0

2. Parveidosim rekurento sakaribu par veidotafunkcijas vienadojumu.
Reizinasim rekurento sakaribu ar ™ un summeésim pa n no k
lidz +oc:

Anx™ = U1ap_ 12" + Us@p_ox™ + ... + UgAp_kT™ + fra”
Do anz™ = > u1ap_1z" + Y usap_oz™ + ...

n>k n>k n>k
+ Z ukanfkl'n + Z fnxn -
nzk n>k
—_————
=f(=)

Alr) — Ap(z) = wir Y ap_ 12" P+ upd® Y an gz R+
n>k n>k
f(z) =

A(z)—Ap(z) = wz(A(z)— Ap_1(2))+... Fupzb A(z)+ f(z) =
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A(z)(1 — éuzxz) = Ap(z) — kg:j wirtAp_i(z) + f(x) =

K2

3. Atradisim A(x). A(x) var méginat atrast ka elementaru funkci-
ju, pec tam atrast koeficientus izmantojot Teilora rindu teoriju.

1.1. piemers. a, = ap_1+2a,_2+3,a0=1, a; = 1.

1.3.3. Linearu homogenu rekurentu sakaribu risinasana ar
raksturiga vienadojuma metodi

Virknu kopa ir definetas divas operacijas - linearas telpas struktura:

e reizinasana ar skaitli - ja @ = {, }n>n,, tad
Az ={Azp n>ngs
e saskaitiSana - ja © = {Tn }n>ne U0 Y = {Yn }n>n,, tad

x + y= {xn + yn}n2n0~
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1.1. teoréma. LHRS atrisinajumi veido linearu telpu virs koeficientu
lauka (Q,R,C).
PIERADIJUMS Mums ir japierada, ka

1. virkne z apmierina LHRS = V X virkne Az arT apmierina to
pasu LHRS,

2. virknes x un y apmierina LHRS = virkne ax + By art apmie-
rina to pasu LHRS.

1. Virkne z = {xy, },>n, apmierina LHRS

Ap = ULAp—1 + U2Ap_2 + ... + ULQp_ —

ALy, = AMU1%p—1 Fu2Tp_o+ ... + UTp_k) =1 (ATp_1) +us(Axp_2)+
.+ uk()\:cn_k).

2. Virknes x = {avn}n>n0 uny = {yn}n>n0 apmierina LHRS —

Tn + Yn = E UiTp—g + E UiYn—i = Z Uz(xn—z + yn—z)~.
i= =1 =1
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1.1. piezime. ST teoréma nozimé to, ka, lai atrisinatu homogenu
linearu rekurentu sakaribu, ir
1. jaatrod atrisinajumu telpas baze - jaatrod dazi lineari neatkarigi
" partikulari” atrisinajumi ¢; ,(indekss ¢ apzime atrisinajumu un
indekss n ir virknes indekss);
2. jaatrod atrisinajums, kas apmierina LHRS sakuma nosacijumu,
forma
C1P1,n + C2P2.n + -,
kur koeficienti ¢; tiek noteikti, izmantojot sakuma nosacijumus
(dazu pirmo virknes loceklu vertibas);

3. jaatrod atrisinajumu telpas dimensija - parasti, tas ir sakuma
nosacijumu skaits.

1.3.4. LHRS atrisinajumu telpas baze

Pirmaja tuvinajuma LHRS bazes atrisinajumus meklesim forma

Ty = A",
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attieciba uz A iegisim vienadojumu
A" = ul)\”_l + u2)\n—2 + ...+ uk)\”_k

vai
N = g AT oA T2 L, (1)

kuru sauksim par LHRS raksturigo vienadojumu.

Atrisinot raksturigo vienadojumu, iegtisim visas iespéjamas A ver-
tibas, ar kuram virkne z,, = A" var bt atrisinajums.

Pec tam, kad raksturiga vienadojuma saknes A1, Ao, ..., \; ir atrastas,
meklesim atrisinajumu forma
ap, = 1A} + 2Ny + ..+ AT

vai kaut ka lidzigi un atradisim koeficientu ¢; vertibas ta, lai ap-
mierinatu rindas dazu pirmo loceklu vertibas.
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Gadijums k = 2
Raksturigais vienadojums ir
)\2 = ul/\ + usz,
kura saknem ir iespejami divi gadijumi:

1) eksiste divas dazadas saknes A1, Ay, partikularie atrisinajumi
AT un A} ir lineari neatkarigi (to var parbaudit), meklejam
visparigo atrisinajumu forma

ap = I AT + 2 A,

ja saknes ir kompleksas, tad ir lietderigi parveidot visparigo
atrisinajumu, izmantojot Eilera formulas;

2) viena divkarsa sakne A, kas dod tikai vienu atrisinajumu forma
A", ir jaatrod vel viens lineari neatkarigs partikulars atrisinajums.
Eksiste 2 lineari neatkarigi partikulari atrisinajumi A" un nA",
meklejam visparigo atrisinajumu forma

ap = A" 4 can\™ = X" (e1 + can).
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Visparigais gadijums
1.2. teorema. Katrai raksturiga vienadojuma saknei A ar kartu k
atbilst lineari neatkarigi atrisinajumi

A A", L kI,

Visi 8adi atrisinajumi veido LHRS atrisinajumu telpas bazi.

PIERADIJUMS Tiesa parbaude. Patstavigs darbs.

1.3.5. Klasiski uzdevumi

1.2. piemers. Uzdevums par bitem. Fibonaci virkne tiek defineta ar
Sadiem nosacijumiem:
ap=1,a1 =1,ap, = ap_1+an_2, jan>1.

1++5

Raksturigais vienadojums ir A2 = X\ + 1, ta saknes ir
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Meklesim visparigo atrisinajumu forma

1+\/5)n+02<1_\/5)n.

2 2

an261<

n=0 = 1=c +c

Y ra(t5) =

n=1— 1:01(

1 1+5
Cl = ——=-

5 2

1.3. piemers. Cik ir dazadu n elementus garu vardu alfabeta
{0,1,2} tadu, ka jebkuri divi kaimigu simboli atskiras par 0 vai 1?7
Apzimeésim
e ar A, to vardu kopu, kas beidzas ar 1,

e ar B,- vardu kopu, kas beidzas ar 0 vai 2.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



20

Apzimesim |A,| = a, un |B,| = b,. Jaatrod ¢, = a, + b, ar
pareiziem sakuma nosacijumiem.

Domasim par to, ka no vardiem ar garumu n — 1 var iegut vardus
ar garumu n, pievienojot vienu simbolu beigas.

Teiksim, ka vards w rada vardu w’, ja vardu w’ var iegiit no varda

w, pievienojot tam beigas vienu simbolu. Ir speka sadas sakaribas:
® a, =a,_1+b,_1 (katrs vards no A4,,_; rada vienu jaunu vardu
no A, un katrs vards no B,,_; rada vienu jaunu vardu no A,);

e b, = 2a,_1 + b,—1 (katrs vards no A,_; rada divus jaunus
vardus no B, un katrs vards no B,_; rada vienu jaunu vardu
no By).

Ap+1 = Qp + bn
{ Ap+1 — Qp = Ap—1 +an

{ bp =20p_1+an —An_1=0an_1+an

Up41 = 2an + Gp_1
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Lai atrisinatu uzdevumu Iidz galam, ir jaatrod virkne {a, }, kas ap-
mierina sakuma nosacijumus a; = 1,a9 = 3, jaatrod b,, péc formulas
b, = an+1 — by un jaatrod c, = a, + by,

Cits cels - katru sistémas rekurento sakaribu parveidot par viena-
dojumu attieciba uz veidotajfunkcijam, atrast veidotajfunkcijas.
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2. 4.majasdarbs

2.1. Obligatie uzdevumi

4.1 X, ir tadu apakskopu skaits kopa {1, ...,n}, kuras nav divu ele-
mentu ar pectecigiem numuriem. Atrast rekurentu sakaribu vir-
knes {X,, }n>0 locekliem.

4.2 Pieradit, ka otra veida Stirlinga skaitli apmierina rekurentu sa-
karibu

n—m
S(n,m) = Z Sn—k—1,m-1)Ck_,.
k=0
4.3 Plakneé dotas n rinka Iinijas. Nekadas 3 rinka linijas nekrusto-
jas viena punkta, jebkuras 2 rinka linijas krustojas divos punk-
tos. D, ir plaknes apgabalu skaits, kuros §is rinka linijas sadala
plakni. Atrast D,,.

4.4 Atrast binaru virknu skaitu ar garumu n, kas nesatur apaksvirk-
ni 0101 ?
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4.5 Atrisinat rekurentas sakaribas.
(a) Ap = Ap—1 + Gp—2 + An-3, a9 = 07 ay = 17 az = 1.
(b) an =2ap-1—an—2+2n,a0=1, a; =2.
(€) an = uran_1 - n% + uga,_o - n (pietiek atrast vienadojumu
veidotajfunkcijai).

2.2. Paaugstinatas grutibas un péetnieciska rakstu-
ra uzdevumi

4.6 Dots taisnstura paralelskaldnis ar izmeriem 2x 2 xn, tas ir pilnigi
jaaizpilda ar kluciSiem, kuru izmeri ir 1 x 1 x 2. Apzimeésim ar
ap, veidu skaitu, ka to var izdarit (pieméram, a3 = 2, ag = 9).
Atrast a,,.

4.7 Par kopas {1,...,n} permutacijas (a,...,a,) kapumu vai kri-
tumu sauksim indeksu ¢, tadu ka a; < a;41 vai a; > a;y1.
Par Eilera skaitli E(n, k) sauksim kopas {1,...,n} permutaciju
skaitu, kuras ir tiesi k kapumi. Pieradit, ka Eilera skaitliem
izpildas sadas rekurentas sakaribas:
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(a) E(n,k)=E(Mn,n—1-k);
(b) E(n,k)=(k+1)E(n—1,k)+(n—k)E(n—1,k —1);
(c) E(n,k) =nl;
k=0 .
(d) E(n,k) =3 (-1)'Cpyy(k+1—1i)"
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