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Lekcijas merkis:
e apgit svarigakos grafu algoritmus.

Lekcijas kopsavilkums:
e var defineét divus algoritmus grafa virsotnu apiesanai.

e dazadu grafu problemu risinasanai var izmantot rijigos vai par-
lases tipa algoritmu.

Svarigakie jedzieni: plaSsummeklésanas koks, dzilummeklésanas
koks, minimala svara parklajosa koka problema, rijigais algoritms,
minimala svara parklajosa koka problema, 1saka cela problema.

Svarigakie fakti un metodes: plaSummeklésanas algoritms,

dzilummeklesanas algoritms, Kraskala algoritms, Prima algoritms,
Dijkstras algoritms.
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1. Grafu algoritmi

1.1. Visparigie apsverumi
Grafu algoritmisko problemu klasifikacija:
e invariantu aprekinasana vai novertesana, ja dots grafs,
e invariantu aprekinasana visiem grafiem dota grafu kopa,
e grafu konstruésana ar dotam invariantu vertibam vai IpaSibam,

e grafu parveidojumu veiksana.

Grafu algoritmisko problemu izcelsme:

e noteikta veida invariantu, ipasibu un algoritmu svarigums daza-
dos modelos,

e konkrétiem modeliem specifiski invarianti/algoritmi,

e teoretisko petjjumu atbalsts - hipotezu parbaude.
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1.2. Meklesana/parlase

1.2.1. Visparigie apsverumi

Biezi risinot teoretiskus vai praktiskus uzdevumus, ir nepiecieSams
apiet (parmeklet, parlasit, iezimet) grafa virsotnes noteikta, algorit-
miska kartiba, izmantojot grafa Skautnes.

Sada algoritma efektivitates de] ir lietderigi minimizet katras vir-
sotnes iezimésanas reizu skaitu, piemeram, pieprasit, ka katra virsotne
tiek iezimeéta ne vairak ka vienu reizi. Kada varetu but grafu virsotnu
apiesanas dabiska kartiba? So uzdevumu var viegli atrisinat, ja grafs
ir, piemeram, kéde vai cikls (skatit 3.65.attela).
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3.65. attels. Kedes un cikla apiesanas veidi

Ko dartt patvaliga grafa gadijjuma?

1.2.2. PlasummekleSana
Plasummeklésanas (PM) algoritma apraksts

e Sakam ar fiksetu virsotni vy,

e atzimejam visas ar to savienotas virsotnes {vfy, via, .-, UGy, }s
pilnigi sakartojam tas veida vf; < vjy < ... < vg,,, konstrugjam
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3.66. attels. Pirmais solis PM algoritma Petersena grafa

e Nakosaja solt konstruejam sakartotu koku By $ada veida: ape-
jam pilnigi sakartoto virkni {v8;, vy, ..., v}, } tas elementu pie-
augosaja kartiba un katrai virsotnei v}, atzimgjam un piekarto-
jam ka delu kopu visas virsotnes {v}, v%, ...,v3, }, kas ir savieno-
tas ar v{; un vel nav atzimetas (skatit 3.67.attela).

e Turpinam So procesu, konstruejot sakartotu koku virkni By ,Bs

,-.., kuras pedgjais loceklis tiek saukts par plasummeklésanas
koku.

e PM algoritms beidz darbu, kad ir atzimetas visas virsotnes.
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3.67. attels. Pirmie divi soli PM algoritma Petersena grafa
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Piezimesim, ka §is koks nav noteikts viennozimigi, tas ir atkarigs no
pirmas virsotnes vy un no katras ieksejas virsotnes delu sakartojuma.

Operaciju skaita novertesana

Definesim g(z) = O(f(x)) <= T c1,¢0>0:
af(z) <g(r) <cof(z), Va>N.

I' = (V, E) ir uzdots ar blakusattiecibas sarakstu.

e PM procesa V virsotne tiek ievietota koka vienu reizi, tatad
summarais operaciju skaits ir O(|V]).

e V virsotnes blakusattiecibas saraksts tiek apskatits vienu reizi,
tatad summarais operaciju skaits saja algoritma dala ir O(|E|).

e Papildus operaciju skaits grafa inicializacijai ir O(|]V]). Var
redzet, ka kopgjais algoritma darba laiks ir O(|V| + |E|).
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Pielietojumi

Izmantojot PM, var atrisinat sadus uzdevumus:

e noteikt, vai grafs ir sakarigs, un atrast grafa komponensu skaitu -
to var izdartt, veicot PM no jebkuras virsotnes, grafs ir sakarigs
tad un tikai tad, ja tiek apietas visas grafa virsotnes, kompo-
nensu skaits ir vienads ar PM skaitu, kas ir nepiecieSamas, lai
apietu visas virsotnes;

e noteikt attalumu starp divam virsotném - to var izdarit, veicot
PM no vienas virsotnes, attalums starp virsotném ir vienads ar
attalumu no sakotnejas virsotnes lidz otrai virsotnei PM koka.

1.2.3. Dzilummeklesana

Otrs svarigs grafa virsotyu parlases veids ir dzilummeklésana (DzM,
parlase dziluma, depth-first search).
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Algoritma apraksts

e Sakam ar fiksetu virsotni vy ka toposa dzilummeklésanas koka
sakni,

e atzimejam jebkuru vel neatzimetu virsotni vy, kas ir savienota
ar vg, DzM koka zimgjam skautni vy — v; un parvietojamies uz
virsotni vy.

e Vispariga gadijuma rikojamies Sadi: ja mes atrodamies virsotne
v un eksiste vel neatzimeta virsotne w, kas ir savienota ar v, tad

1) atziméjam virsotni w,

2) dzilummeklésanas koka zimejam Skautni v — w,

3) parvietojamies uz virsotni w.
Preteja gadijuma (ja visas virsotnes, kas ir savienotas ar v, jau
ir atzimétas) parejam (atkapjamies) uz virsotnes v téevu DzM
koka.

e Turpinam So algoritmu tik ilgi, kamer atgriezamies atpakal vir-
sotne vg.
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e Rezultata iegtsim DzM koku. Biezi vien ir lietderigi papildus
atzimet arl ”atkapsanas” Skautnes.

1.1. piemers.

3.68. attels. DzM algoritma realizacijas piemers
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Operaciju skaita novertesana

Var pieradit, ka DzM algoritma darba laiks ir O(|V| + |E|).

Pielietojumi
DzM tapat ka plasummeklesanu pielieto
e grafa komponensu un stingri sakarigo komponensu noteiksana,
e metrisko invariantu (diametra, ekscentritates, centra) noteiksa-

na.

DzM pielieto art algoritmos, kuros tiek risinati uzdevumi par augs-
taku kartu sakarigumu:

e Sarniru un bloku noteikSana.
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1.3. Minimala svara parklajosa koka mekleSana

1.3.1. Problema

I' = (V, E,w) nosverts (neorientéts) sakarigs grafs, V skautnei e ir
piekartots pozitivs skaitlis w(e).

Apskatisim $adu uzdevumu: konstruet I' parklajosu koku, kura
gkautnu svaru summa ir minimala.

1.1. piezime. InZeniertehniska (celu tikla), elektrotehniska vai da-
tortehniska tikla sakaru liniju kopéja garuma minimizesana.

1.3.2. Rijigie algoritmi

Minimala svara parklajosa koka meklésanai tiek izmantoti ”rijigie”
algoritmi. Algoritmu sauksim par rijigu (alkatigu, greedy), ja katra
soll tiek izdarita lokali optimala izvele (3aja laika momenta vai situ-
acija).

Nebiit nav acimredzami, ka lokali optimala izvele ir ar1 globali
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optimala, bet minimala svara parklajosa koka uzdevuma tas ta ir.

1.3.3. Algoritmi

Ir divi svarigi rijigie algoritmi - Kraskala algoritms un Prima al-
goritms, kuros tiek pakapeniski buivets mezs vai koks, pievienojot
gkautnes ar minimali iespejamu svaru.

Kraskala algoritms
I' = (V,E) - sakarigs, |V| =mn:

1) konstrugjam grafu T3 = O,,+e1, pievienojam bezskautnu grafam
ar virsotnu kopu V' skautni eq, kuras svars ir minimals;

2) ja grafs T; jau ir konstrueéts un i < n— 1, tad konstruejam grafu
Tiv1 =T; + €41, kur e; 41 ir grafa I" skautne, kurai ir minimals
svars starp visam tam Skautnem, kas neieiet grafa T; un neveido
ciklus ar grafa 7; skautnem, citiem vardiem sakot, 751 ir mezs.
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1.1. teorema. Ja i < n — 1, tad grafu T;4; ir iespejams konstruet
saskana ar Kraskala algoritma aprakstu. Grafs T, _; ir minimala svara
parklajoss koks.

PIERADIJUMS Grafa T; ir i $kautnes = 7T} ir nesakarigs, ja
1 <n—1.

I ir sakarigs = taja ir vel vismaz viena Skautne, kas neveido
ciklus ar grafa T; skautném =— meklejama skautne e;;1 3 un ir
iespéjams konstruet grafu T; ;.

T,_1 ir grafs ar n virsotném un n — 1 Skautném bez cikliem —-
T, _1 ir koks.

Japierada, ka koka T, _1 svars ir minimals. Pieradisim to izman-
tojot indukciju. Pieradisim, ka Vi : 0 < ¢ < n — 1 mezs T; ir kada
minimala svara parklajosa koka apaksgrafs.

Indukcija baze : Ja: =0, tad apgalvojums ir acimredzams, jo
jebkur$ parklajoss grafs satur bezskautnu grafu.
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Indukcijas solis : Pienemsim, ka apgalvojums ir patiess visiem
T;, jat < n—1 un pieradisim, ka pievienojot vel vienu skautni saskana
ar Kraskala algoritmu apgalvojums ar1 ir patiess.

Pienemsim, ka ir konstruets mezs T;. Pec pienemuma T; < T, kur
T - minimala svara parklajoss koks.

Pienemsim, ka nakama izveleta skautne ir e. Ja e ir koka T, tad
apgalvojums ir pieradits, jo T; + e < T. Ja e nav koka T', tad grafam
T + e ir cikls C. Cikla C ir 8kautne f, kas nav meza T;. Preteja
gadijuma mes nevarétu pievienot e, jo grafa T; + e rastos cikls.

T +e— f tiek ieguts, izmetot vienu Skautni no grafa T+ e ar vienu
ciklu = T + e — f ir koks.

w(T +e—f) =w(T)+wle) —w(f) 2 w(l) = w(e) = w(f).

Nevar biit, ka w(e) > w(f), jo tad bitu izveleta Skautne f, nevis
e - cikli nevar veidoties, jo tad pievienojot Skautni e, grafam T + e
bitu 2 cikli (gruiti, ja pievienojot f veidotos cikls grafa T; + f, tas
butu arT cikla grafa T + f, tatad grafa T + f + e butu 2 cikli). Seko,
ka w(f) =w(e) = w(T +e— f)=w(T).
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Seko, ka T' 4+ e — f ir minimala svara parklajoss koks, kas satur

T; + e = T;41 un indukcijas solis ir pieradits. B

Kraskala algoritma rezultata tiek ieguts Kraskala koks, kaut art
algoritma gaita tiek buvets Kraskala meZs.

Prima algoritms

Prima algoritms atskiras no Kraskala algoritma ar to, ka katra
sol1 tiek konstruéts koks (Prima koks), kam pievieno minimala svara
skautnes, kas neveido ciklus ar jau esoso koku, koka pirma virsotne
var tikt izveleta patvaligi.

Var pieradit, ka Prima koks ir minimala svara parklajoss koks.

Operaciju skaits

Var pieradit, ka Kraskala algoritma patereto operaciju skaits ir
O(|E|log |E|) un Prima algoritma operaciju skaits ir O(|E|log |V]).
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1.4. TIsaka cela meklesana

1.4.1. Problema

I' = (V, E,w) - nosverts (neorientéts vai orientets) sakarigs grafs
ar pozitiviem svariem w, apzimeésim sSkautnes svaru ar w(e), bet (v, t)-
kédes summaro svaru ar dist(v,t).

Apskatisim $adu uzdevumu: atrast minimala svara kédi, kas savie-
no divas dotas virsotnes (isako celu starp divam dotajam virsotném).

Par dota grafa v-isako celu koku sauksim parklajosu orientétu
koku, kura sakne ir v un kura (v, w)-marsruts lidz virsotnei w realizée
1sako (v, w)-kedi.

1.2. teorema.
1. ja virsotyu virkne (v, vq, ..., v, 1, t) ir Tsakais cel$ no v 1idz ¢, tad
jebkuram divam virsotnem v; un v;, kur @ < j,vg = v,v, =t,
virkne v;, Vi41, ..., v; ir 1sakais cel$ no v; lidz v;.
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2. Funkcija dist ir metrika kopa V' (apmierina simetriju, trijstura
nevienadibu, nedegeneréetibu).

PIERADIJUMS 1. Piepemot pretéjo iegtisim pretrunu.

2. Lidzigi parastajai attaluma funkcijai (kas ir specialgadijums).
|
1.2. piemers. Tipiski 1saka cela pielietoSanas piemeri ir saistiti ar
optimala marsruta noteikSanu transporta sistemas (Google Maps).
1.4.2. Algoritmi
Plasummeklesana

Ja visu skautnu svari ir vienadi, tad Sis uzdevums var tikt atrisi-
nats ar plasummekleésanas palidzibu.
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Dijkstras algoritms

Vispariga gadijuma var izmantot Dijkstras algoritmu, kas ir Iidz-
vertigs Prima algoritmam ar nelielu modifikaciju. Dijkstras algoritms
balstas uz sadu teoremu.

1.3. teorema. Ja ir dotas minimala svara kéedes no virsotnes u lidz
katrai virsotnei no kopas W = {w,vy,...,v;}, tad 3 v € VAW, kur
1saka kede no u Iidz v ir forma (u, ..., t,v), kur kéde (u,...,t) ir viena
no dotajam kedém vai kada no to nepartrauktajam apakskedem, kas
sakas ar u.

PIERADIJUMS Ja kede (u,...,t) ir 1saka kede, tad jebkura tas
nepartraukta apakskede, kas sakas ar u, ir 1saka kede lidz tas gala-
punktam.

Apskatisim virsotni v:
v minimize lielumu dist(u,t’) + w(t',v), kur t' € {u, vy, ..., v}
Kede (u,...,t',v), kas minimizé dist(u,t’) + w(t’,v) ir minimala
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garuma (u,v)-kéde. To pierada piegemot pretéjo: ja 3 1saka (u,v)-
kede, tad tai izejot no {u, vy, ...,v;} leglsim pretrunu.

—> virsotne v ir meklejama virsotne. B

Tatad, lai atrastu isako celu starp divam virsotnem u un v nosver-
ta grafa, mums ir jakonstrué Prima koks ar papildus nosacijumiem:
V ={u}
EFE=0 7
e katra soll ir japievieno skautne (u;,t), kas neveido ciklus un mi-
V=VUuUt .
EF=FU {ui,t} ’
e minimizesana tiek veikta, parskatot visas jau uzbuveta koka vir-

sotnes v; un visas par€jas virsotnes ¢ grafa.

e ir jasak ar vienu no divam dotajam virsotném, {

nimize lielumu dist(u, v;)+w(v;, t), v; € V, {

Péc galiga skaita solu tiks konstruets koks, kas satur abas no
dotajam virsotnem, attalums starp tam ir vienads ar attalumu kon-
struetaja koka.

Operaciju skaits Dijkstras algoritma - O(|V|? + |E|).
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Attalumu matricas atrasSana

Izmantojot 1saka cela atrasanas uzdevumu, var aizpildit grafa vir-
sotnu attalumu matricu, kuras rutinas tiek ierakstiti grafu teorétiskie
attalumi starp rindai un kolonnai atbilstosajam virsotnem. Attalumu
matricu izmanto grafa metrisko invariantu aprekinasanai.
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13.majasdarbs

Obligatie uzdevumi

m X n taisnsttrl paraleli malam ir jaievieto maksimals skaits
7sturisu” (ar laukumu 3) ta, lai nevienu citu ”sturiti” vairs nevar
ievietot. Noformulet So problemu grafu terminos un izstradat
algoritmu tas atrisinasanai.

Ir dota cilveku grupa. Saja grupa ir jaorganize paru sarunas,
viens paris runa 1 stundu atseviska telpa, telpu skaits ir/nav
ierobezots, paru saraksts ir dots. Uzdevums ir minimizet ko-
pejo sarunu laiku. Noformulét So problemu grafu terminos un
izstradat algoritmu tas atrisinasanai.

Generet nosvertu neorientétu grafu ar 20 virsotném un realizét
Kraskala un Prima algoritmu.

Kada valstT ir iesttiti vairaki kaiminu valsts spiegi. Starp jeb-
kuriem diviem spiegiem ¢ un j ir iespejams nodibinat divpu-
sejus sakarus, kuru atklasanas varbiitiba ir p;;. Ir janodibina
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divpuseju sakaru sistema ta, lai jebkurs spiegs varetu nodot in-
formaciju jebkuram citam spiegam un kop€ja atklasanas varbiu-
tiba ir mininala. Noformulét So probléemu grafu terminos un
izstradat algoritmu tas atrisinasanai.

Generet nosvertu neorientétu grafu ar 30 virsotnem un realizét
Dijkstras algoritmu ar izveletu sakuma virsotni.

Paaugstinatas griitibas un péetnieciska rakstu-
ra uzdevumi

Izstradat grafu modeli speéles ”Burbuli” (no www.draugiem.lv)
optimalai spelesanai.
Izstradat grafu modeli pilsetas ielu tikla modelésanai un uzla-
bosanai. Defingjiet invariantus, kas varetu raksturot

(a) konkrétu ielu vai krustojumu ipasibas,

(b) ielas un krustojumus ar ekstremalam ipasibam,

(c) sagaidamo brauksanas laiku starp diviem dotiem punk-

tiem.
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Izstradajiet algoritmu, ar kura palidzibu varetu optimala veida
uzlabot ielu grafu (buvet jaunas ielas, mainit vai likvidet esosas,
noteikt kustibas veidu ielas un krustojumos), lai
(a) samazinatu kopgéjo brauksanas laiku starp diviem punk-
tiem,
) samazinatu korkus parslogotajas vietas,
) vienmerigak sadalitu ielu un krustojumu parametrus,
) parkartotu transporta plismu velamaja veida (kokveida
struktiiras gulamrajonos, caurbraucosas strukturas u.c.),
(e) vienmerigi sadalitu ielu seguma noslodzi u.c.

(b

(c
(d

Izstradat grafu modeli cilveku populacijas savstarpgjo attiecibu
un/vai informacijas plismas tikla modelésanai un uzlabosanai.
Defingjiet invariantus, kas varétu raksturot

(a) konkrétu individu 1pasibas,

(b) individus un attiecibas ar ekstremalam Ipasibam,

(¢) informacijas plismu un tas Ipasibas definetaja grafa.
Izstradajiet algoritmu, ar kura palidzibu varétu optimala veida
uzlabot definétos grafu (optimizet individualos un sabiedriskos
procesus), lai
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(a) optimizeétu informacijas izplatisanos.
(b) optimali sadalitu grafa parametrus pa virsotnem un skaut-
nem u.c.
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