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Lekcijas kopsavilkums:
e var péetit grafu sakariguma Tpasibas.

Svarigakie jedzieni: virsotnu un Skautnu sakariguma skaitlis,
augstaku kartu sakarigums, Sarniri, tilti, bloki, bloku grafs, griezums,
virsotnu Skirtas kedes, atdaloSas kopas, stipri sakarigi, vienpusigi sa-
karigi un vaji sakarigi orienteti grafi, Herca grafs.

Svarigakie fakti un metodes: sakariguma ipasibas, sakarigu-

ma skaitlu 1pasibas, Sarniru 1pasibas, tiltu 1pasibas, Whitney kriterijs,
Mengera teorema.
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1. Grafu sakarigums

1.1. Pamatdefinicijas

1.1.1. Parastais sakarijums

(Netukss) grafs ir sakarigs, ja ta jebkuras divas virsotnes var sa-
vienot ar kedi.

Grafa sakarigas komponentes - maksimalie sakarigie apaksgrafi.

1.1. teorema.

1. Grafs ir sakarigs <= 3 virsotne, no kuras ir marsruts uz V
citu virsotni.

2. Grafs ir sakarigs <= ta virsotnes var sakartot virkne (vq, ..., vy )
ta, ka V ¢ inducetais grafs ar virsotyu kopu {v1, ..., v; } ir sakarigs.

3. Grafs ar n virsotnem un mazak ka n — 1 skautni nav sakarigs.

4. Ja grafs nav sakarigs, ta papildgrafs ir sakarigs (vai nu I' vai I’
ir sakarigs)
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PIERADIJUMS
1. T ir sakarigs = no V virsotnes 3 kede uz V citu.

3 virsotne v, no kuras ir kéde uz V citu = starp jebkuram citam
var konstruet kedi caur v.

2. Indukcija ar parametru . Jebkuru virsotni vy izvelésimies ka
pirmo virsotni. Pienemsim, ka inducetais apaksgrafs I';_; ar vir-
sotném vy, ...,v;,_1 ir sakarigs == 3 virsotne v;, kas ir saistita ar
;1 = inducetais apaksgrafs ar virsotyu kopu {v1,...,v;-1,v;} arl
ir sakarigs.

3. Fiksesim grafa kadu virsotni v. Ja grafs ir sakarigs, tad eksiste
kéde no v Iidz jebkurai no parejam n — 1 virsotnem, tatad grafa ir
vismaz n — 1 Skautne.

4. Pienemsim, ka grafs I' nav sakarigs. Tad tam eksisté vismaz
divas komponentes I'y un I';. Mums ir japierada, ka jebkuras divas

virsotnes var savienot ar kedi papildgrafa T.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



6

Ja virsotnes pieder dazadam komponentem, tad papildgrafa tas
var savienot ar vienu Skautni vai, citiem vardiem sakot, eksiste $is
virsotnes savienojosa kéde ar garumu 1 (skatit 3.13.(a) attéla).

—

(a) (b)
3.13. attels. Ilustracija pieradijumam
Ja abas virsotnes pieder vienai komponentei, tad tas papildgrafa
var savienot ar divam skautném un vienu virsotni cita komponente,

tatad eksiste §is virsotnes savienojosa kede ar garumu 2 (skatit 3.13.(b)
attela). W
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1.2. teorema.

) Vi-1
1. T - nesakarigs = J(I') < 5

(VI =c+D(VI=9)
2

2. T satur ¢ komponentes — |E| <

PIERADIJUMS
1. T satur vismaz 2 komponentes I'y un Iy, |[V(T;)| = n;.

Apskatisim 1 virsotni katra komponente —-

Vi-1 VIi+1
|V(Fi)|=ni26(1“)+12| |2 +1:| |2+ .

[V|I+1
2

V| >2 = |V|+ 1 = pretruna

2. T satur ¢ komponentes I'y,...,I'c, |[V(T;)| = n;.

C nl(nl—l)
El < -
| L;l 5
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Viin <|V|—(c—-1)=|V]-c+1 =
ni(n; — 1) < (VI=c+1)(n; = 1) .

2 - 2
c nini—1) |V]—c+1c
Bl < © M < T S ) -
V] —c+1
M m

1.1.2. Augstaku kartu sakarigums

Virsotnu sakarigums

Neorientetu grafu I' sauksim par k-sakarigu, ja

1. [VID)| > k;

2. T — A ir sakarigs grafs V A C V(T'), |A| < k, citiem vardiem
sakot, I' nevar padarit par nesakarigu izdzesot mazak ka k vir-

sotnes.

0-sakarigie grafi - V netuksie grafi.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



9

1.1. piemers. 1-sakarigie grafi - netrivialie sakarigie grafi. 2-
sakarigie grafi - sakarigie grafi ar vismaz 2 virsotném, kurus var nevar
padarit par sakarigiem, izdzeSot vienu virsotni.

Maksimalais naturalais k, tads, ka grafs I' ir k-sakarigs - grafa I’
virsotnu sakariguma skaitlis, x(T")

Grafa k-sakariga komponente - maksimals k-sakarigs apaksgrafs.

Skautpu sakarigums
Neorientetu grafu I' sauksim par m-skautnu sakarigu, ja
1. [V(D)| > 1;
2. T — B ir sakarigs grafs V B C V(I'), |B| < m, citiem vardiem
sakot, I' nevar padarit par nesakarigu izdzeSot mazak ka m
skautnes.

0-skautnu sakarigie grafi - V netuksie grafi.
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1.2. piemers. 1-skautnu sakarigie grafi - netrivialie sakarigie grafi.
2-§kautnu sakarigie grafi - sakarigie grafi ar vismaz 2 virsotném, kurus
nevar var padarit par sakarigiem, izdzésSot vienu skautni.

Maksimalais naturalais m, tads, ka grafs I' ir m-8kautnu sakarigs
- grafa I skautpu sakariguma skaitlis, A(T").

(a) (b)

3.35. attels. 2-sakariga un 3-sakariga grafa piemeri
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1.3. teoréma. |V(I")| > 1. Tad

LA < o(I),
2. k(L) < A(D).

PIERADIJUMS
1. Lai atdalitu vienu virsotni, ir nepiecieSamas vismaz 6(T") Skaut-
nes.

2. Ir iespejams padarit I' par nesakarigu izdzesot A skautnes —
ir iespejams padarit I' par nesakarigu izdzesot vienu virsotni katras
gkautnes gala, tadu virsotnu skaits < X. W

1.2. 1l-sakarigums

Virsotni sauksim par Sarniru, ja tas izdzesana palielina grafa kom-
ponensu skaitu.

Ja grafam ir Sarnirs, tas ir tikai 1-sakarigs un O-sakarigs.
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Grafa inducetu apaksgrafu sauksim par bloku, ja tas ir maksimals
2-sakarigs apaksgrafs (jebkurs apaksgrafs, kas to satur, satur sarnirus).

1.3. piemers. 3.34.(a) attela ir paradits grafs ar diviem Sarniriem
un vienu tiltu. 3.34.(b) attéla ir paradits grafs ar tr1s blokiem.

=1 P

Grafa I' bloku grafs - grafs, kur virsotnes ir grafa I' bloki, divas
virsotnes ir savienotas ar Skautni tad un tikai tad, ja attiecigie bloki
ir savienoti ar Sarniru. Grafa bloku grafs ir ta invariants.

Skautni sauksim par tiltu, ja tas izdzesana palielina grafa kompo-
nensu skaitu.
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Skautnu kopas apakskopu sauksim par griezumu, ja tas izdzésana
palielina grafa komponensu skaitu.

1.4. teorema. Jebkura sakariga grafa ar vismaz divam virsotnem ir
vismaz divas virsotnes, kas nav Sarniri.

PIERADIJUMS Jebkuras diametralas kedes gali nevar biit Sarniri.
|

1.5. teorema. (Teorema par Sarniriem) I' = (V, E) - sakarigs grafs,
v € I'. Zemak dotie apgalvojumi ir ekvivalenti:
1) v ir Sarnirs;
2) eksiste divas virsotnes u un w, atskirigas no v, tadas, ka v pieder
jebkurai (u, w)-kédei;
3) eksiste kopas V\{v} sadalijums divas apakskopas U un W, tads,
ka jebkuram virsotnem u € U, w € W virsotne v pieder jebkurai
(u, w)-kedei.
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PIERADIJUMS Pieradijums tiek veikts ar cikla palidzibu. Pat-
stavigs darbs vai diskusija. B

1.6. teorema. (Teoréma par tiltiem) I' = (V, E) - sakarigs grafs,
e € E. Zemak dotie apgalvojumi ir ekvivalenti:
1) e ir tilts;
2) e nepieder nekadam ciklam grafa I';
3) eksiste divas virsotnes u un w, tadas, ka e pieder jebkurai (u, w)-
kedei;
4) eksisté kopas V sadalijums divas apakskopas U un W, tads, ka
jebkuram virsotnem uw € U,w € W skautne e pieder jebkurai
(u, w)-kedei.

PIERADIJUMS Pieradijums tiek veikts ar cikla palidzibu. Pat-
stavigs darbs vai diskusija. B
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1.3. Augstaku kartu sakarigums

1.3.1. Virsotpu skirtas kedes un atdalosas kopas

I' - sakarigs grafs, u un v - divas nesavienotas virsotnes. Divas
(u,v)-kedes sauksim par virsotnu skirtam (neatkarigam), ja tam nav
kopigu virsotnu, iznemot u un v.

Apzimesim maksimalo virsotyu skirto (u, v)-kézu skaitu ar p(u, v).

3.36. attels. Piemers grafam, kura virsotnes u un v savieno divas
virsotnu Skirtas kedes

Par lokalas sakaribas matricu (local connectivity matrix) sauksim
matricu, kuras rindas un kolonnas ir indeksetas ar virsotnem un adrese
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(i,4) ir maksimalais virsotnu skirtu kézu skaits, kas savieno virsotnes
iun j. Ja i = j, tad matricas elements nav definéts.

Teiksim, ka virsotnu kopa S C V' atdala virsotnes u un v, ja u un
v pieder dazadam grafa I' — S komponentém, saja gadijuma kopu S
sauksim par atdaloso kopu attieciba uz dotajam virsotném u un v jeb
par (u,v)-atdaloso kopu.

Apzimesim minimalo virsotnes u un v atdaloSos virsotnu kopas
elementu skaitu ar c(u, v).

1.3.2. 2-sakarigums - Whitney kriterijs

1.7. teorema. (Whitney 2-sakariguma kriterijs) I' ir sakarigs grafs
ar vismaz 3 virsotnem. Tad I' ir 2-sakarigs <= jebkuram divam
virsotnem u un v eksiste vismaz divas virsotnu skirtas (u,v)-kedes.
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PIERADIJUMS

Ja katram virsotypu parim {u,v} eksisté vismaz divas vir-
sotpu skirtas (u,v)-kédes, tad T' ir 2-sakarigs.

Ja I' nav 2-sakarigs, tad tam eksisté sarnirs. Seko, ka starp divam

virsotneém dazadas puseés no Sarnira nevar eksiste divas virsotnu skirtas
kedes.

Ja I ir 2-sakarigs, tad katram virsotyu parim {u, v} eksiste
vismaz divas virsotyu 3kirtas (u,v)-kédes.

Pieradisim 3o faktu ar indukciju ar parametru dist(u, v).

Indukcijas baze.

dist(u,v) =1 = u ~ v. Skautne (u,v) nevar bt tilts, jo T ir
2-sakarigs. Seko, ka eksiste vél viena (u, v)-kéde, kas ir virsotyu skirta
attieciba uz esoso kédi (u, (u,v),v).

Indukcijas solis.
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Pienemsim, ka apgalvojums ir pieradits visos gadijumos, kad
dist(u,v) <m
un pieradisim, ka tad tas ir speka, ja dist(u,v) = m.
Fiksesim jebkadu (u,v)-kedi P. Definesim p ka iepriekspedejo vir-
sotni $aja kede, eksiste skautne (p,v).
Divi svarigi fakti:

o dist(u,p) < m =—> saskana ar indukcijas hipotézi eksisté 2
virsotu skirtas (u, p)-kédes P; un Ps,

e T'ir 2-sakarigs — 3 (u,v)-kéde Q, kas nesatur p, jo preteja
gadijuma p butu Sarnirs.

Ir iespejami 2 gadijumi:
A. kedei @ nav kopigu starpvirsotnu ar P; un Ps;

B. kédei Q ir kopiga starpvirsotne ar P; vai P».
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Gadijums A. Jebkura no kedem P; + (p,v) vai P» + (p,v) kopa ar

Q veido virsotnpu Skirtu kezu pari;

Gadijums B. Pienemsim, ka pirma virsotne kede @, kas krusto
kadu no kedem P; vai Py, ir ¢ un pieder P;. Apzimésim ar R kédi,
kas iet no v pa @ lidz ¢, un tad iet pa P; Iidz u. Redzam, ka R un
Py + (p,v) ir virsotnu skirtas.

1.3.3. Mengera teorema

1.8. teorema. (Mengera teorema). u un v ir nesavienotas virsotnes
grafa. Minimalas (u,v)-atdalosas kopas elementu skaits ir vienads ar
maksimalu virsotyu skirto (u,v)-kézu skaitu:

p(u,v) = e(u,v).

PIERADIJUMS Izmantosim matematisko indukciju ar parametru
[E(T)].
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Apzimesim k = cp(u,v).

pr(u,v) < k, jo V virsotpu skirta (u,v)-kézu kopa kopa P skelas
ar V (u,v)-atdalosu virsotyu kopu ne vairak ka |P| virsotnés.

Atliek pieradit, ka pr(u,v) > k.

Pienemsim, ka 3 skautne, kas nav incidenta ne ar w, ne ar wv.
Pretéja gadijuma apgalvojums ir trivials.

Indukcijas baze

Ja skautnu skaits ir mazs, tad apgalvojumu viegli parbaudit.

Indukcijas solis

Pienemsim, ka apgalvojums ir pieradits visiem grafiem ar skautnu
skaitu, kas ir mazaks neka dotajam grafam, un pieradisim, ka apgal-
vojums ir patiess arT ar doto Skautnu skaitu.
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Pienemsim, ka e = (x,y) ir Skautne, kas nav incidenta ne ar u, nw
ar v. Definesim A =T —e.
Seko, ka:

e pr(u,v) > pa(u,z) (apaksgrafs),
e pa(u,v) = ca(u,v) (indukcijas piepémums) un

o cr(u,v) <eca(u,v)+1 (¥ (u,v)-atdalosa kopa grafa A un viens
no e galiem ir (u,v)-atdalosa kopa grafa T').

Seko, ka
pF(u’v) 2 pA(ua U) = CA(U,’U) > CF(U,’U) —l1=k-1
Varam uzskatit, ka pr(u,v) = k — 1, savadak viss ir pieradits

(pr(u,v) > k). Tatad ca(u,v) =k — 1.

Atradisim minimalu kopu S, kas atdala u un v grafa A: S =
{81, ...y Sp—1}. Apzimésim ar U virsotnu kopu, kas ir sasniedzama no

u grafa A — S, apzimesim ar V virsotnu kopu, kas ir sasniedzama no
v grafa A — S.
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S| = k—1 = S nav (u,v)-atdalosa kopa grafa ' — 3
(u,v)-kede grafa I' — S, kas satur e. Var uzskatit, kax € U uny € V.

Saspiedisim V' uz vienu virsotni v, ieglisim grafu T'\V. Var redzét,
ka S Uz ir (u,v)-atdalosa kopa grafa I'\V. Saskana ar indukcijas
pienemumu eksiste k virsotnu Skirtas kedes aq, ..., a.

Saspiedisim U uz vienu virsotni u, ieglisim grafu T\U. Var redzgt,
ka S Uy ir (u,v)-atdalosa kopa grafa T\U. Saskana ar indukcijas

pienemumu eksisté k virsotnu skirtas kedes by, s, -

Kombinejot kedes aq, ..., ax, b1, ..., b un Skautni e, iegsim k vir-
sotnu 8kirtas (u, v)-kédes grafa I'. W

Analizejot Mengera teorému, iegusim grafa augstaku kartu saka-
riguma Ipasibu (Whitney kriterija visparinajumu).
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1.9. teorema.
1. Grafs ir k-sakarigs <= jebkuram divam virsotném eksiste k
virsotnu skirtas kedes.
2. Grafs ir k-S8kautnpu sakarigs <= jebkuram divam virsotném
eksiste k skautnu skirtas kedes.

PIERADIJUMS

1. Grafs I" satur k-virsotnu skirtas kédes starp V virsotném u un
v = |V(T')] > k un T nevar padarit par nesakarigu izdzesot mazak
ka k virsotnes = T ir k-sakarigs.

I ir k-sakarigs = V virsotném w un v minimala atdalosa virsotyu
kopa satur vismaz k elementus = 3 vismaz k virsotyu skirtas (u, v)-
kedes.

2. Patstavigi. B
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3.37. attels. Stipri sakariga grafa piemers

1.4. Sakarigums orientetos grafos
I' = (V,E) - orientets grafs.
Virsotnes v un w - stipri sakarigas, ja eksiste virzitas kedes, kas

saista v un w (abos virzienos).

Orientets grafs - stipri sakarigs, ja jebkuras divas virsotnes ir stipri
sakarigas.

Orientétu grafu sauksim par vaji sakarigu (sakarigu), ja tam at-
bilstosais neorientetais grafs ir sakarigs.
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Par orientéta grafa stipri sakarigu komponenti sauksim maksimalu
stipri sakarigu apaksgrafu.

Par orienteta grafa vajas sakaribas komponentém sauksim sakari-
bas komponentes grafa, ko ieglist no dota orientéta grafa, aizmirstot
par Skautnu orientaciju.

Par orientéta grafa I' = (V, E) kondensaciju (Herca grafu) sauksim
grafu
H(T) = (H(V), H(E)),

ko iegtist, savelkot uz vienu virsotni katru stipri sakarigo komponenti.

Citiem vardiem sakot:
e H(V) ir visu stipri sakarigo komponensu kopa,

e J skautne hy — hy <= d skautne no vismaz vienas virsotnes
h1 komponente uz vismaz vienu virsotni hy komponente.

Orienteta grafa kondensacija ir ta invariants.
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<> ©
z (D

o

(a) (b)

3.40. attels. Orienteta grafa (a) un ta kondensacijas (b) piemeérs
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2. 9.majasdarbs

2.1. Obligatie uzdevumi

9.1 Kads var buit maksimali iespgjamais Sarniru skaits grafam ar n
virsotnem?

9.2 Konstruét 3-regularu grafu, kuram virsotnu sakarigums ir vie-
nads ar 1.

9.3 Pieradit, ka grafa Sarnirs nevar but Sarnirs ta papildgrafam.

9.4 Atrast virsotnu un Skautnu sakariguma skaitlus sadiem grafiem:
(a) kedei P,

(b) ciklam C,,,

(¢) pilnajam grafam K,

(d) oktaedra grafam,

(e) Petersena grafam.
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2.2. Paaugstinatas griitibas un petnieciska rakstu-
ra uzdevumi

9.5 Pieradit, ka katru neorientétu sakarigu grafu, kuram katras vir-
sotnes pakape ir para skaitlis, var orientét ta, lai tam buitu viena
stipri sakariga komponente.
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