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Lekcijas merkis:
e apgiit kombinatorikas uzdevumus, kurus nevar reducet uz virknu
vai apakskopu skaitisanu,

e apglt ieslegSanas-izslegsanas metodi.

Lekcijas kopsavilkums:

e var definét vairakus vienkarsus kombinatorikas uzdevumus, ku-
rus nevar reducet uz virknu vai apakskopu skaitisanu,

e vairaku kopu apvienojuma elementu skaitu var atrast ar kombi-
natorisku tuvinajumu metodi.
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Svarigakie jeédzieni: otra veida Stirlinga skaitli, Bella skaitli,
otra veida Stirlinga skaitli, sadalifjuma skaitli, Janga diagramma, vie-
nadojumu atrisinajumu skaits veselos, ieslegSanas-izslegSanas metode.

Svarigakie fakti un metodes: formulas un citas sakaribas de-
finétajiem kombinatoriskajiem skaitliem, ieslégSanas-izslegsanas for-
mula, Bula nevienadiba, Bonferroni nevienadiba, sirjektivo funkciju
skaita formula.
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1. Uzdevumi, kas nav reducejami uz kom-
binacijam vai variacijam
1.1. Kopu sadalijumu skaits - otra veida Stirlinga
skaitli un Bella skaitli
Otra veida Stirlinga skaitli
Ar {,} vai S(n,m) apzimésim n elementus liclas kopas dazadu

sadaltjumu skaitu m netuksas apakskopas. Definesim art

S(n,0) = 1, jan=0,
"0, jan>o0.

Tos sauc par Stirlinga apakskopu skaitliem vai otra veida Stirlinga
skaitliem.

Skaitlu S(n,m) aprekinasanai nav zinama nekada formula ele-
mentaras funkcijas vai vienkarsa reizinajuma veida. Vienkarsaka zi-
nama formula:
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S(n,m) = — 3 (=1)iCE (m — i),
=0

m! 4
1.1. piemers. S(n,1) = S(n,n) = 1. S5(3,2) = 3. S(4,2) = 7.
S(4,3) = 6.

Var redzét, ka otra veida Stirlinga skaitli apmierina identitates
S(n,2) =2""1 —1,
S(n,n —1) = C2.

Bella skaitli

Visu n elementu lielas kopas sadalijumu skaitu netuksas apaksko-
pas sauksim par n-to Bella skaitli un apzimesim ar B,,. Var redzet,
ka saskana ar summas likumu

B, = iS(n, i).
i=1
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Defingjam arT By = 1.
1.2. piemers. Bop=1. By =1. Bo =2. B3 =5. By =15.

Nav zinamas vienkarsas galigas formulas. Labakie rezultati:
e rekurenta sakariba:

n—1
B, = ZO C!_|Bj;

e izteiksme elementaras funkcijas veida eksponencialajai veidotaj-

B
funkcijai B(z) = 3, —a™:

n>0 n!
B(z) = e L.

1.1. piezime. Bella skaitlus var interpretét izmantojot dazadu ob-
jektu ievietosanu identiskas kastes.
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1.2. Kopu ciklisko sadalijumu skaits - pirma veida
Stirlinga skaitli
Ar ¢(n,m) vai [:1] apzimesim n elementus lielas kopas tadu per-

mutaciju skaitu kuras ir tiesi m cikli. Definésim arT ¢(0,0) = 1.

Tos sauksim par pirma veida absolitajiem (unsigned) Stirlinga
skaitliem.

Skaitlus c¢(n,m) - (=1)"~™ sauksim par mainzimju pirma veida
Stirlinga skaitliem, apzimésim ar s(n,m).

Skaitlu ¢(n, m) aprekinasanai nav zinama nekada formula elemen-
taras funkcijas vai vienkarsa reizinajuma veida. Labakais rezultats -
rekurenta sakariba

cn+1,m)=n-c(n,m)+ c(n,m—1).

PIERADIJUMS. Pievienosim n elementu kopai vel vienu elementu
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e ¢(n,m — 1) - tik daudz ir permutaciju ar m cikliem, kas fiksé a,
e katrai n elementu kopas permutacijai ar m cikliem a var pievie-
not ka nakamo elementu n veidos (péc jebkura cita elementa) —>

to permutaciju skaits, kas nefiksé a, ir n - ¢(n, m).
1.3. piemeérs. c¢(n,n) = 1. ¢(n,1) = (n — 1)I. ¢(4,2) = 11. Var
redzet, ka pirma veida absolutie Stirlinga skaitli apmierina identitates

c(n,n—1) = C2,

c(n,n—2)=2C3 + %CEICZ_Q = i(?m - 1)C3.

1.3. Naturalo skaitlu sadalijumu skaits

Naturala skaitla n izteikSanu nesakartota naturalu skaitlu sum-
ma sauksim par n sadalljumu, apzimésim sadalijumu skaitu ar p(n)
(n-tais sadalfjuma skaitlis).
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Ta ka sadalijuma elementus var viennozimigi sakartot augosa vai
dilstosa kartiba, tad parasti skaitla n sadalijumu uzdod ka monotonu,
piemeram, nedilstosu, naturalu skaitlu virkni ny > ne > ...nx, kas
apmierina nosacijumu

k
Z n; =n.
i=1

Definésim art
e ¢ (n) - n sadalijumu skaits, kuros katrs saskaitamais < m,
e p,(n) - nsadalijumu skaitu, kuros ir ne vairak ka m saskaitamie.

1.4. piemers. p(1) = 1. p(2) = 2. p(3) = 3. p(4) =5. p(5) =T.
p(6) = 11.

Nav zinamas vienkarsas galigas formulas (2011.g ir anonséti jauni
rezultati par galigam formulam). Labakie rezultati:

e rekurenta sakariba:
[n/2]

—1+Zq,n—z
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e sakariba veidotajfunkcijai P(z) = > p(n)z™:
n>0
1

P(z) = T
1

i>

Sadalfjumu var definét art ka vienadojuma
T+ 29+ ...+ mx,y, =n

atrisinajumu nenegativos skaitlos, Saja gadijuma x; nozime skaitla ¢

Sadalijjumus var ar1 vizualizet, izmantojot Janga diagrammas: ja
ir dots sadalifjums n = ny + ng + ... + ng, kur n; > ny, jai > j,
tad sadu sadalijumu uzdosim ka kreisaja mala nolidzinatu tabulu ar
mainiga garuma rindam, kur ¢-ta rindas satur n; rutinas.

Katram sadalfjumam var konstruéet dualo sadalijumu, kas atbilst
transponétajai (simetriskajai attiectba pret diagonali, kas iziet no
augseja kreisa stura) Janga diagrammai.
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Ta ka transponeésana ir bijektiva operacija, tad saskana ar vien-

lieluma likumu varam iegut sadu rezultatu: g, (n) = p,(n).

1.2. piezime. Naturalu skaitlu sadalijjumu var interpretet ka iden-
tisku objektu ievietosanu identiskas kastes.

1.3. piezime. p,(m) var interpretet ka vienadojuma
1+ T+ ...+ =m

augosu atrisinajumu skaits - meklesim atrisinajumus ar 1pasibu 0 <
1 < ... < x,. Katram sadam atrisinajumam atbilst skaitla m sa-
dalisana ne vairak ka n pozitivu saskaitamo summa, tatad kopejais
variantu skaits ir vienads ar p,(m).
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2. Ieslegsanas-izslegSanas formula (IIF, sie-
ta likums)

So metodi pielieto, ja ir jaatrod elementu skaits vairaku tadu kopu
apvienojuma, kuram ir kopigi elementi. Pareiza atbilde tiek atrasta
ar tuvinasanas palidzibu.

Teslegsanas-izslegsanas formula ir summas likuma visparinajums.
Atgadinasim, ka summas likums saka, ka

A1 UAs U UA,| = [A1] + A + ... + Ay,
ja A; N Aj; = @ dazadiem indeksiem.
Saja metode tiek visparinata skaitisanas ideju, atlaujot skaitit ele-
mentus arT ar negativu zimi: ja ir dotas divas galigas kopas A un B,
tad starpibu |A| — |B| var interpretét ka tadas skaitianas rezultatu,

kura katrs kopas A elements tiek skaitits parastaja nozime (ar + zimi),
bet katrs kopas B elements tiek skaitits negativa nozimé (ar — zimi).
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2.1. Specialgadijumi
2.1.1. Divas kopas
Atradisim elementu skaitu divu kopu A; un As apvienojuma, ja

ir zinams elementu skaits katra no kopam un to skeluma.

Pirmaja tuvinajuma varam apskatit summu
|[A1] + |As].

Redzam, ka elementi, kas atrodas kopa A; N As, tiek skaititi divas

reizes jeb ar svaru 2, tapec ir javeic korekcija. Viegli redzet, ka
|A1 U As| = |A1| + |A2| — |A1 N As).

Loceklis —|A4; N Ay| formulas labaja pusé ir tapec, lai kompensetu
summa |A;| + |As| divas reizes skaititos skeluma elementus.
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2.1.2. Tris kopas

Atradisim elementu skaitu tris kopu A;, As un Az apvienojuma,
ja ir zinams elementu skaits katra no kopam un visos to skelumos.

Pirmaja tuvinajuma So skaitu varetu pienemt vienadu ar
[A1] + |Az] + |As],
bet tad elementi jebkuru divu kopu skelumos tiks skaititi divas vai
tris reizes, tapec nakoSaja tuvinajuma uzskatisim, ka elementu skaits
tris kopu apvienojuma ir vienads ar
|A1] + |Az2] + |As| — |A1 N Ag| — |A1 N Az] — |As N As|.
Savukart tagad ir problémas ar elementiem visu tris kopu skeluma,

jo katrs no tiem vispar netiek skaitits - tiek skaitits ar svaru 0. Var
redzet, ka

|A1 U Ay U As| =
= |A1| + |Aa| + |A3] — |[A1 N Ag| — |A1 N As| — |A2 N As| +
+ A1 N Az N As.
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Summu
—|A1 N As| — |A1 N As| — [A2 N Az| 4+ |AL N As N As|

var interpretet ka kompensgjoso labojumu, lai panaktu to, ka katrs ele-
ments labaja puse tiek algebriski (nemot vera skaitisanas zimi) skaitits
tiesi vienu reizi.

2.2. Visparigais gadijums
Dota galiga indeksu kopa U = {1,...,n} un galiga kopa A;, V i.
Katrai kopai I C U definesim A; = () 4;.
iel
2.1. teoréma. (Ieslegsanas-izslegsanas formula)

Ual= > 0,

iU GAICU
citos apzimejumos -
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‘Alu...uAn -
=% 14l - ¥ [4in 4|+
i=1 i<j
+ 3 AiﬂAijk’—...+(—1)7‘+1’A10...0An.
i<j<k

PIERADIJUMS Saskaitamo +|X| domasim ka kopas X elementu
skaitiSanu ar atbilstoSo zimi.

Pieradisim, ka katrs elements, kas pieder vismaz vienai kopai A;,
labaja puseé tiek skaitits tieSi vienu reizi, tas nozimes, ka ir speka
pieradama vienadiba.

Pienemsim, ka elements a pieder tiesi k& kopam A;,1 < k < n. Tas
nozime, ka

e a pieder C? divu kopu A; skelumiem,

e a pieder C} tr1s kopu A; skelumiem,
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e a pieder vienam (1 = Cf) k kopu skelumam.
Cik reizes 8is elements a tiek skaitits formulas labaja puse?

e Pirmaja summa tas tiek skaitits k = C} reizes,

e otraja summa tas tiek skaitits C7 reizes ar — zimi (vienu reizi
katra no A; N A; tipa Skelumiem),
-

e m-taja summa tas tiek skaitits CJ" reizes ar zimi (—1)™~! (vienu
reizi katra no skeélumiem, kuram tas pieder),

Tatad kopa elements tiek skaitits
Cl—C}+C— .. =1-(1-CL+C} - )=1-(1-1F=1
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reizes.
Redzam, ka katrs elements pieradamas formulas labaja puse tiek
skaitits tiesi vienu reizi un teoréma ir pieradita. Bl

2.3. Nevienadibas

ITF labas puses dazus pirmos loceklus var izmantot kreisas puses
novertéSanai no vienas vai otras puses.

Buala nevienadiba

Var redzet, ka

AiU.LUA,

n
=1

tapec ka nevienadibas labas puses summa apvienojuma elementi, kas
pieder vairak ka vienai kopai, tiek skaititi vairak ka vienu reizi.
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Bonferroni nevienadiba
Otrs piemers -

Alu...uAn|zzn:|Ai|—Z|AimAj

i=1 i<j

)

§1 nevienadiba ir speka, tapec ka labaja puse apvienojuma elementi,
kas pieder tieSi vienai vai tiesi divam kopam, tiek skaititi pareizi, bet
elementi, kas pieder vairak ka divam kopam, tiek skaititi ar nepozitivu
svaru.

2.1. piemers. Kadam cilvekam ir meételis ar kopgjo laukumu 1 un

pieciem ielapiem. Katra ielapa laukums ir 1/2. Pieradit, ka vismaz
diviem ielapiem kopigais laukums parsniedz 3/20.
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2.4. Kilasiski kombinatorikas uzdevumi, kurus var
atrisinat ar IIF

2.4.1. IIF un atnemsSanas metode

Izmantojot IIF var skaitit elementus dotaja kopa A, ja A tiek
raksturota ka vairaku kopu skelums: A = A; (Az()...[An:

= v-[& Y4 - UA

ITF

Al = U]~ A] = U]~ | Ay ) A2 () () An

2.4.2. Sirjektivo funkciju skaits

Cik ir sirjektivu funkciju no n elementus lielas kopas A = {1, ..., n}
uz m elementus lielu kopu B = {1,...,m}?

Visu funkciju skaits no A uz B ir vienads ar A, = m™.

Skaitisim, cik ir nesirjektivu funkciju. Apzimesim ar F; to funkciju
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kopu, kuru attéls nesatur elementu ¢ € B un ar Fy - to funkciju kopu,
kuru attels nesatur nevienu indeksu 7 € I C B.

Var redzet, ka
E:ﬂﬂ
il
Atradisim elementu skaitu kopa Fj. Funkcijas no $is kopas ir visas
funkcijas no A uz B\I, kuru skaits ir vienads ar

—n

Ay = (m—[I])".

Visu nesirjektivo funkeiju kopa ir vienada ar |J F;, tapec ka katrai
i€B

nesirjektivai funkcijai attela trukst vismaz viens kopas B elements.

Saskana ar ieslégSanas-izslegsanas principu iegustam, ka
UFEI= Y ) E= Y () m— 1)
icB @#ICB @£ICB

Katram naturalam skaitlim ¢, 0 <4 < m to apakskopu I skaits, kas
apmierina nosactjumu |I| = ¢, ir vienads ar C?,. Nemot vera So faktu,
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mes varam summa pargrupet saskaitamos un pariet uz summesanas
indeksu ¢:

_ i+1 i An
U FEl= Y )*Cnm—im
i€B 0<i<m

Ja visu funkciju skaits ir vienads ar m”™ un nesirjektivo funkciju skaits
tagad ir atrasts, tad sirjektivo funkciju skaits ir vienads ar

mt = 3 () = i) = Y (1) G (m — i)
0<i<m i=0

Izdarot summesanas indeksa substituciju ¢ — m — 4, iegusim, ka sir-
jektivu funkciju skaits ir vienads art ar

m

> (ymTicin.

i=1
2.1. piezime. Katrai sirjektivai funkcijai no n-kopas uz m-kopu var
piekartot n-kopas netuksu apakskopu sadalijuma virkni ar garumu m.
Katrai sadai virknei atbilst n-kopas sadalijums. Katram sadaltfjumam
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atbilst m! virknes. Tadejadi saskana ar daliSanas likumu

S(n,m) = % SO (=1)CE (m — i)
=0
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3. 3.majasdarbs

3.1. Obligatie uzdevumi

3.1 Pieradiet, ka
(a) otra veida Stirlinga skaitli S(n, m) apmierina sakaribu

1
S(n,3) = 5(3"—1 +1) —2n7 1,

(b) pirma veida absolutie Stirlinga skaitli ¢(n,m) apmierina
sakaribu
1
ce(n,n—3) = @rﬂ(n —1)%*(n —2)(n —3) = C2C2.
3.2 Izmantojot skaitisanu divos dazados veidos, pieradiet sakaribas
(a) CRCY = CCoy,

n
(b) O = St

n—1
(¢) Bn= ) C, B
=0
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3.3 Cik veidos var izvietot virkné 2 identiskus sarkanus akmenus, 3
identiskus zilus akmenus un 4 identiskus zalus akmenus ta, lai
nevienas krasas akmeni nav izvietoti nepartraukti?

3.4 Cik ir nenegativu veselu atrisinajumu vienadojumam
T + T2 + x3 + 24 = 20,
kuriem izpildas nosacijums z; < 117

3.5 Cik ir veselu skaitlu intervala [1,10°], kas nedalas ne ar vienu
no skaitliem 8, 9, 10.

3.2. Paaugstinatas griitibas un péetnieciska rakstu-
ra uzdevumi

3.6 Pieradit, ka

(a) ¢(n,2) = (n—1)H,_1, kur H, z:: %
1 2
(b) c(n,n - 4) 705(.73 — 272 + 3x + 15)
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3.7 Ar ITF palidzibu pieradit formulas
(a) O = 3 (-1 Ol

i=1
(b) Y (-1 CLCnS =0
0 ntl . )
(c) Cir= 32 (=170
i=m-+1

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans

27



	1. Uzdevumi, kas nav reducejami uz kombinacijam vai variacijam
	1.1. Kopu sadalijumu skaits - otra veida Stirlinga skaitli un Bella skaitli
	1.2. Kopu ciklisko sadalijumu skaits - pirma veida Stirlinga skaitli
	1.3. Naturalo skaitlu sadalijumu skaits

	2. Ieslegšanas-izslegšanas formula (IIF, sieta likums)
	2.1. Specialgadijumi
	2.1.1. Divas kopas
	2.1.2. Tris kopas

	2.2. Visparigais gadijums
	2.3. Nevienadibas
	2.4. Klasiski kombinatorikas uzdevumi, kurus var atrisinat ar IIF
	2.4.1. IIF un atnemšanas metode
	2.4.2. Sirjektivo funkciju skaits


	3. 3.majasdarbs
	3.1. Obligatie uzdevumi
	3.2. Paaugstinatas grutibas un petnieciska rakstura uzdevumi


