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Lekcijas mērķis:
• apgūt kombinatorikas uzdevumus, kurus nevar reducēt uz virkņu

vai apakškopu skait̄ı̌sanu,

• apgūt ieslēgšanas-izslēgšanas metodi.

Lekcijas kopsavilkums:
• var definēt vairākus vienkāršus kombinatorikas uzdevumus, ku-

rus nevar reducēt uz virkņu vai apakškopu skait̄ı̌sanu,

• vairāku kopu apvienojuma elementu skaitu var atrast ar kombi-
natorisku tuvinājumu metodi.
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Svar̄ıgākie jēdzieni: otrā veida Stirlinga skaitļi, Bella skaitļi,
otrā veida Stirlinga skaitļi, sadal̄ıjuma skaitļi, Janga diagramma, vie-
nādojumu atrisinājumu skaits veselos, ieslēgšanas-izslēgšanas metode.

Svar̄ıgākie fakti un metodes: formulas un citas sakar̄ıbas de-
finētajiem kombinatoriskajiem skaitļiem, ieslēgšanas-izslēgšanas for-
mula, Būla nevienād̄ıba, Bonferroni nevienād̄ıba, sirjekt̄ıvo funkciju
skaita formula.
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1. Uzdevumi, kas nav reducējami uz kom-
binācijām vai variācijām

1.1. Kopu sadal̄ıjumu skaits - otrā veida Stirlinga
skaitļi un Bella skaitļi

Otrā veida Stirlinga skaitļi

Ar {n
m} vai S(n,m) apz̄ımēsim n elementus lielas kopas dažādu

sadal̄ıjumu skaitu m netukšās apakškopās. Definēsim ar̄ı

S(n, 0) =

{
1, ja n = 0,
0, ja n > 0.

Tos sauc par Stirlinga apakškopu skaitļiem vai otrā veida Stirlinga
skaitļiem.

Skaitļu S(n,m) aprēķināšanai nav zināma nekāda formula ele-
mentāras funkcijas vai vienkārša reizinājuma veidā. Vienkāršākā zi-
nāmā formula:
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S(n,m) =
1
m!

m∑

i=0

(−1)iCi
m(m− i)n.

1.1. piemērs. S(n, 1) = S(n, n) = 1. S(3, 2) = 3. S(4, 2) = 7.
S(4, 3) = 6.

Var redzēt, ka otrā veida Stirlinga skaitļi apmierina identitātes

S(n, 2) = 2n−1 − 1,

S(n, n− 1) = C2
n.

Bella skaitļi

Visu n elementu lielas kopas sadal̄ıjumu skaitu netukšās apakško-
pās sauksim par n-to Bella skaitli un apz̄ımēsim ar Bn. Var redzēt,
ka saskaņā ar summas likumu

Bn =
n∑

i=1

S(n, i).
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Definējam ar̄ı B0 = 1.

1.2. piemērs. B0 = 1. B1 = 1. B2 = 2. B3 = 5. B4 = 15.

Nav zināmas vienkāršas gal̄ıgas formulas. Labākie rezultāti:
• rekurenta sakar̄ıba:

Bn =
n−1∑

i=0

Ci
n−1Bi;

• izteiksme elementārās funkcijas veidā eksponenciālajai veidotāj-

funkcijai B(x) =
∑
n≥0

Bn

n!
xn:

B(x) = eex−1.

1.1. piez̄ıme. Bella skaitļus var interpretēt izmantojot dažādu ob-
jektu ievietošanu identiskās kastēs.
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1.2. Kopu ciklisko sadal̄ıjumu skaits - pirmā veida
Stirlinga skaitļi

Ar c(n,m) vai
[

n
m

]
apz̄ımēsim n elementus lielas kopas tādu per-

mutāciju skaitu,kurās ir tieši m cikli. Definēsim ar̄ı c(0, 0) = 1.

Tos sauksim par pirmā veida absolūtajiem (unsigned) Stirlinga
skaitļiem.

Skaitļus c(n,m) · (−1)n−m sauksim par maiņz̄ımju pirmā veida
Stirlinga skaitļiem, apz̄ımēsim ar s(n, m).

Skaitļu c(n,m) aprēķināšanai nav zināma nekāda formula elemen-
tāras funkcijas vai vienkārša reizinājuma veidā. Labākais rezultāts -
rekurenta sakar̄ıba

c(n + 1,m) = n · c(n,m) + c(n,m− 1).

PIERĀDĪJUMS. Pievienosim n elementu kopai vēl vienu elementu
a:
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• c(n,m− 1) - tik daudz ir permutāciju ar m cikliem, kas fiksē a,

• katrai n elementu kopas permutācijai ar m cikliem a var pievie-
not kā nākamo elementu n veidos (pēc jebkura cita elementa) =⇒
to permutāciju skaits, kas nefiksē a, ir n · c(n,m).

1.3. piemērs. c(n, n) = 1. c(n, 1) = (n − 1)!. c(4, 2) = 11. Var
redzēt, ka pirmā veida absolūtie Stirlinga skaitļi apmierina identitātes

c(n, n− 1) = C2
n,

c(n, n− 2) = 2C3
n +

1
2
C2

nC2
n−2 =

1
4
(3n− 1)C3

n.

1.3. Naturālo skaitļu sadal̄ıjumu skaits

Naturāla skaitļa n izteikšanu nesakārtotā naturālu skaitļu sum-
mā sauksim par n sadal̄ıjumu, apz̄ımēsim sadal̄ıjumu skaitu ar p(n)
(n-tais sadal̄ıjuma skaitlis).
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Tā kā sadal̄ıjuma elementus var viennoz̄ımı̄gi sakārtot augošā vai
dilstošā kārt̄ıbā, tad parasti skaitļa n sadal̄ıjumu uzdod kā monotonu,
piemēram, nedilstošu, naturālu skaitļu virkni n1 ≥ n2 ≥ ...nk, kas
apmierina nosac̄ıjumu

k∑

i=1

ni = n.

Definēsim ar̄ı
• qm(n) - n sadal̄ıjumu skaits, kuros katrs saskaitāmais ≤ m,
• pm(n) - n sadal̄ıjumu skaitu, kuros ir ne vairāk kā m saskaitāmie.

1.4. piemērs. p(1) = 1. p(2) = 2. p(3) = 3. p(4) = 5. p(5) = 7.
p(6) = 11.

Nav zināmas vienkāršas gal̄ıgas formulas (2011.g ir anonsēti jauni
rezultāti par gal̄ıgām formulām). Labākie rezultāti:

• rekurenta sakar̄ıba:

p(n) = 1 +
[n/2]∑

i=1

qi(n− i);
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• sakar̄ıba veidotājfunkcijai P (x) =
∑
n≥0

p(n)xn:

P (x) =
∏

i≥1

1
1− xi

.

Sadal̄ıjumu var definēt ar̄ı kā vienādojuma

x1 + 2x2 + ... + mxm = n

atrisinājumu nenegat̄ıvos skaitļos, šajā gad̄ıjumā xi noz̄ımē skaitļa i
multiplicitāti jeb kārtu sadal̄ıjumā.

Sadal̄ıjumus var ar̄ı vizualizēt, izmantojot Janga diagrammas: ja
ir dots sadal̄ıjums n = n1 + n2 + ... + nk, kur ni ≥ nj , ja i > j,
tad šādu sadal̄ıjumu uzdosim kā kreisajā malā nol̄ıdzinātu tabulu ar
main̄ıga garuma rindām, kur i-tā rindas satur ni rūtiņas.

Katram sadal̄ıjumam var konstruēt duālo sadal̄ıjumu, kas atbilst
transponētajai (simetriskajai attiec̄ıbā pret diagonāli, kas iziet no
augšējā kreisā stūra) Janga diagrammai.
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Tā kā transponēšana ir bijekt̄ıva operācija, tad saskaņā ar vien-
lieluma likumu varam iegūt šādu rezultātu: qm(n) = pm(n).

1.2. piez̄ıme. Naturālu skaitļu sadal̄ıjumu var interpretēt kā iden-
tisku objektu ievietošanu identiskās kastēs.

1.3. piez̄ıme. pn(m) var interpretēt kā vienādojuma

x1 + x2 + ... + xn = m

augošu atrisinājumu skaits - meklēsim atrisinājumus ar ı̄paš̄ıbu 0 ≤
x1 ≤ ... ≤ xn. Katram šādam atrisinājumam atbilst skaitļa m sa-
dal̄ı̌sana ne vairāk kā n pozit̄ıvu saskaitāmo summā, tātad kopējais
variantu skaits ir vienāds ar pn(m).
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2. Ieslēgšanas-izslēgšanas formula (IIF, sie-
ta likums)

Šo metodi pielieto, ja ir jāatrod elementu skaits vairāku tādu kopu
apvienojumā, kurām ir kop̄ıgi elementi. Pareizā atbilde tiek atrasta
ar tuvināšanas pal̄ıdz̄ıbu.

Ieslēgšanas-izslēgšanas formula ir summas likuma vispārinājums.
Atgādināsim, ka summas likums saka, ka

|A1 ∪A2 ∪ ... ∪An| = |A1|+ |A2|+ ... + |An|,
ja Ai ∩Aj = ∅ dažādiem indeksiem.

Šajā metodē tiek vispārināta skait̄ı̌sanas ideju, atļaujot skait̄ıt ele-
mentus ar̄ı ar negat̄ıvu z̄ımi: ja ir dotas divas gal̄ıgas kopas A un B,
tad starp̄ıbu |A| − |B| var interpretēt kā tādas skait̄ı̌sanas rezultātu,
kurā katrs kopas A elements tiek skait̄ıts parastajā noz̄ımē (ar + z̄ımi),
bet katrs kopas B elements tiek skait̄ıts negat̄ıvā noz̄ımē (ar − z̄ımi).
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2.1. Speciālgad̄ıjumi

2.1.1. Divas kopas

Atrad̄ısim elementu skaitu divu kopu A1 un A2 apvienojumā, ja
ir zināms elementu skaits katrā no kopām un to šķēlumā.

Pirmajā tuvinājumā varam apskat̄ıt summu

|A1|+ |A2|.
Redzam, ka elementi, kas atrodas kopā A1 ∩ A2, tiek skait̄ıti divas

reizes jeb ar svaru 2, tāpēc ir jāveic korekcija. Viegli redzēt, ka

|A1 ∪A2| = |A1|+ |A2| − |A1 ∩A2|.
Loceklis −|A1 ∩ A2| formulas labajā pusē ir tāpēc, lai kompensētu
summā |A1|+ |A2| divas reizes skait̄ıtos šķēluma elementus.
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2.1.2. Tr̄ıs kopas

Atrad̄ısim elementu skaitu tr̄ıs kopu A1, A2 un A3 apvienojumā,
ja ir zināms elementu skaits katrā no kopām un visos to šķēlumos.

Pirmajā tuvinājumā šo skaitu varētu pieņemt vienādu ar

|A1|+ |A2|+ |A3|,
bet tad elementi jebkuru divu kopu šķēlumos tiks skait̄ıti divas vai
tr̄ıs reizes, tāpēc nākošajā tuvinājumā uzskat̄ısim, ka elementu skaits
tr̄ıs kopu apvienojumā ir vienāds ar

|A1|+ |A2|+ |A3| − |A1 ∩A2| − |A1 ∩A3| − |A2 ∩A3|.
Savukārt tagad ir problēmas ar elementiem visu tr̄ıs kopu šķēlumā,

jo katrs no tiem vispār netiek skait̄ıts - tiek skait̄ıts ar svaru 0. Var
redzēt, ka

|A1 ∪A2 ∪A3| =
= |A1|+ |A2|+ |A3| − |A1 ∩A2| − |A1 ∩A3| − |A2 ∩A3|+

+ |A1 ∩A2 ∩A3|.
Saturs Sākums Beigas J I Atpakaļ Aizvērt Pilns ekrāns



16

Summu

−|A1 ∩A2| − |A1 ∩A3| − |A2 ∩A3|+ |A1 ∩A2 ∩A3|
var interpretēt kā kompensējošo labojumu, lai panāktu to, ka katrs ele-
ments labajā pusē tiek algebriski (ņemot vērā skait̄ı̌sanas z̄ımi) skait̄ıts
tieši vienu reizi.

2.2. Vispār̄ıgais gad̄ıjums

Dota gal̄ıga indeksu kopa U = {1, ..., n} un gal̄ıga kopa Ai, ∀ i.
Katrai kopai I ⊆ U definēsim AI =

⋂
i∈I

Ai.

2.1. teorēma. (Ieslēgšanas-izslēgšanas formula)
∣∣∣
⋃

i∈U

Ai

∣∣∣ =
∑

∅ 6=I⊆U

(−1)|I|+1|AI |,

citos apz̄ımējumos -

Saturs Sākums Beigas J I Atpakaļ Aizvērt Pilns ekrāns
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∣∣∣A1 ∪ ... ∪An

∣∣∣ =

=
n∑

i=1

|Ai| −
∑
i<j

∣∣∣Ai ∩Aj

∣∣∣ +

+
∑

i<j<k

∣∣∣Ai ∩Aj ∩Ak

∣∣∣− ... + (−1)n+1
∣∣∣A1 ∩ ... ∩An

∣∣∣.

PIERĀDĪJUMS Saskaitāmo ±|X| domāsim kā kopas X elementu
skait̄ı̌sanu ar atbilstošo z̄ımi.

Pierād̄ısim, ka katrs elements, kas pieder vismaz vienai kopai Ai,
labajā pusē tiek skait̄ıts tieši vienu reizi, tas noz̄ımēs, ka ir spēkā
pierādāmā vienād̄ıba.

Pieņemsim, ka elements a pieder tieši k kopām Ai, 1 ≤ k ≤ n. Tas
noz̄ımē, ka

• a pieder C2
k divu kopu Ai šķēlumiem,

• a pieder C3
k tr̄ıs kopu Ai šķēlumiem,

Saturs Sākums Beigas J I Atpakaļ Aizvērt Pilns ekrāns
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... ...,

• a pieder Cm
k m kopu šķēlumiem,

... ...,

• a pieder vienam (1 = Ck
k ) k kopu šķēlumam.

Cik reizes šis elements a tiek skait̄ıts formulas labajā pusē?

• Pirmajā summā tas tiek skait̄ıts k = C1
k reizes,

• otrajā summā tas tiek skait̄ıts C2
k reizes ar − z̄ımi (vienu reizi

katrā no Ai ∩Aj tipa šķēlumiem),

...,

• m-tajā summā tas tiek skait̄ıts Cm
k reizes ar z̄ımi (−1)m−1 (vienu

reizi katrā no šķēlumiem, kuram tas pieder),

...
Tātad kopā elements tiek skait̄ıts

C1
k − C2

k + C3
k − ... = 1− (1− C1

k + C2
k − ...) = 1− (1− 1)k = 1

Saturs Sākums Beigas J I Atpakaļ Aizvērt Pilns ekrāns
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reizes.
Redzam, ka katrs elements pierādāmās formulas labajā pusē tiek

skait̄ıts tieši vienu reizi un teorēma ir pierād̄ıta. ¥

2.3. Nevienād̄ıbas

IIF labās puses dažus pirmos locekļus var izmantot kreisās puses
novērtēšanai no vienas vai otras puses.

Būla nevienād̄ıba

Var redzēt, ka
∣∣∣A1 ∪ ... ∪An

∣∣∣ ≤
n∑

i=1

|Ai|,

tāpēc ka nevienād̄ıbas labās puses summā apvienojuma elementi, kas
pieder vairāk kā vienai kopai, tiek skait̄ıti vairāk kā vienu reizi.
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Bonferroni nevienād̄ıba

Otrs piemērs -
∣∣∣A1 ∪ ... ∪An| ≥

n∑

i=1

|Ai| −
∑

i<j

|Ai ∩Aj

∣∣∣,

š̄ı nevienād̄ıba ir spēkā, tāpēc ka labajā pusē apvienojuma elementi,
kas pieder tieši vienai vai tieši divām kopām, tiek skait̄ıti pareizi, bet
elementi, kas pieder vairāk kā divām kopām, tiek skait̄ıti ar nepozit̄ıvu
svaru.

2.1. piemērs. Kādam cilvēkam ir mētelis ar kopējo laukumu 1 un
pieciem ielāpiem. Katra ielāpa laukums ir 1/2. Pierād̄ıt, ka vismaz
diviem ielāpiem kop̄ıgais laukums pārsniedz 3/20.

Saturs Sākums Beigas J I Atpakaļ Aizvērt Pilns ekrāns
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2.4. Klasiski kombinatorikas uzdevumi, kurus var
atrisināt ar IIF

2.4.1. IIF un atņemšanas metode

Izmantojot IIF var skait̄ıt elementus dotajā kopā A, ja A tiek
raksturota kā vairāku kopu šķēlums: A = A1

⋂A2

⋂
...

⋂An:

|A| = |U |−|A| = |U |−
∣∣∣A1

⋂
A2

⋂
...

⋂
An

∣∣∣ = |U |−
∣∣∣A1

⋃
A2

⋃
...

⋃
An

∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

IIF

.

2.4.2. Sirjekt̄ıvo funkciju skaits

Cik ir sirjekt̄ıvu funkciju no n elementus lielas kopas A = {1, ..., n}
uz m elementus lielu kopu B = {1, ..., m}?

Visu funkciju skaits no A uz B ir vienāds ar A
n

m = mn.

Skait̄ısim, cik ir nesirjekt̄ıvu funkciju. Apz̄ımēsim ar Fi to funkciju
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kopu, kuru attēls nesatur elementu i ∈ B un ar FI - to funkciju kopu,
kuru attēls nesatur nevienu indeksu i ∈ I ⊆ B.

Var redzēt, ka
FI =

⋂

i∈I

Fi.

Atrad̄ısim elementu skaitu kopā FI . Funkcijas no š̄ıs kopas ir visas
funkcijas no A uz B\I, kuru skaits ir vienāds ar

A
n

m−|I| = (m− |I|)n.

Visu nesirjekt̄ıvo funkciju kopa ir vienāda ar
⋃

i∈B

Fi, tāpēc ka katrai

nesirjekt̄ıvai funkcijai attēlā trūkst vismaz viens kopas B elements.

Saskaņā ar ieslēgšanas-izslēgšanas principu iegūstam, ka

|
⋃

i∈B

Fi| =
∑

∅ 6=I⊆B

(−1)|I|+1|FI | =
∑

∅ 6=I⊆B

(−1)|I|+1(m− |I|)n.

Katram naturālam skaitlim i, 0 ≤ i ≤ m to apakškopu I skaits, kas
apmierina nosac̄ıjumu |I| = i, ir vienāds ar Ci

m. Ņemot vērā šo faktu,
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mēs varam summā pārgrupēt saskaitāmos un pāriet uz summēšanas
indeksu i:

|
⋃

i∈B

Fi| =
∑

0<i≤m

(−1)i+1Ci
m(m− i)n.

Ja visu funkciju skaits ir vienāds ar mn un nesirjekt̄ıvo funkciju skaits
tagad ir atrasts, tad sirjekt̄ıvo funkciju skaits ir vienāds ar

mn −
∑

0<i≤m

(−1)i+1Ci
m(m− i)n =

m∑

i=0

(−1)iCi
m(m− i)n.

Izdarot summēšanas indeksa substitūciju i → m − i, iegūsim, ka sir-
jekt̄ıvu funkciju skaits ir vienāds ar̄ı ar

m∑

i=1

(−1)m−iCi
min.

2.1. piez̄ıme. Katrai sirjekt̄ıvai funkcijai no n-kopas uz m-kopu var
piekārtot n-kopas netukšu apakškopu sadal̄ıjuma virkni ar garumu m.
Katrai šādai virknei atbilst n-kopas sadal̄ıjums. Katram sadal̄ıjumam
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atbilst m! virknes. Tādējādi saskaņā ar dal̄ı̌sanas likumu

S(n,m) =
1
m!

m∑

i=0

(−1)iCi
m(m− i)n.
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3. 3.mājasdarbs

3.1. Obligātie uzdevumi

3.1 Pierādiet, ka
(a) otrā veida Stirlinga skaitļi S(n,m) apmierina sakar̄ıbu

S(n, 3) =
1
2
(3n−1 + 1)− 2n−1.

(b) pirmā veida absolūtie Stirlinga skaitļi c(n,m) apmierina
sakar̄ıbu

c(n, n− 3) =
1
48

n2(n− 1)2(n− 2)(n− 3) = C2
nC4

n.

3.2 Izmantojot skait̄ı̌sanu divos dažādos veidos, pierādiet sakar̄ıbas
(a) Ck

nCm
k = Cm

n Ck−m
n−m,

(b) Cm
n =

n

m
Cm−1

n−1 ,

(c) Bn =
n−1∑
i=0

Ci
n−1Bi.
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3.3 Cik veidos var izvietot virknē 2 identiskus sarkanus akmeņus, 3
identiskus zilus akmeņus un 4 identiskus zaļus akmeņus tā, lai
nevienas krāsas akmeņi nav izvietoti nepārtraukti?

3.4 Cik ir nenegat̄ıvu veselu atrisinājumu vienādojumam

x1 + x2 + x3 + x4 = 20,

kuriem izpildās nosac̄ıjums xi ≤ 11?

3.5 Cik ir veselu skaitļu intervālā [1, 106], kas nedalās ne ar vienu
no skaitļiem 8, 9, 10.

3.2. Paaugstinātas grūt̄ıbas un pētnieciska rakstu-
ra uzdevumi

3.6 Pierād̄ıt, ka

(a) c(n, 2) = (n− 1)!Hn−1, kur Hn =
n∑

i=1

1
i
,

(b) c(n, n− 4) =
5
16

C5
n(x3 − 2x2 +

1
3
x +

2
15

).
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3.7 Ar IIF pal̄ıdz̄ıbu pierād̄ıt formulas

(a) Cm
n =

m∑
i=1

(−1)i+1Cm−i
n−i Ci

n;

(b)
m∑

i=0

(−1)iCi
nCm−i

n−i = 0;

(c) Cm
n =

n+1∑
i=m+1

(−1)i−m−1Ci
n+1.
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