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Lekcijas merkis:
e iegiit priekSstatu par klasiskiem kombinatorikas uzdevumiem.

Lekcijas kopsavilkums:

e var definét vairakus vienkarsus kombinatorikas uzdevumus, ku-
rus var petit izmantojot elementaras skaitiSanas metodes.

Svarigakie jedzieni: virkpu ar atkartojumiem, virknu bez at-
kartojumiem un apakskopu skaitisanas formulas, kombinacijas ar at-
kartojumiem, cikliskas virknes.

Svarigakie fakti un metodes: formulas un citas sakaribas defi-
netajiem kombinatoriskajiem skaitliem.
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1. Klasiski kombinatorikas uzdevumi

1.1. Tris vienkarSakie kombinatorikas uzdevumi

Dazi kombinatorikas uzdevumi tiek biezi izmantoti ka apaksuz-
devumi citos, sarezgitakos, uzdevumos, tapec tos mes apskatisim at-
seviski Saja nodala.

1.1.1. Virknes ar atkartojumiem

Cik veidos var konstruét m vienibas garas virknes, kuras var but
n dazadu tipu elementi, kas var atkartoties (n—multlkopas elementi)?
ST uzdevuma atrisinajumu apzimésim ar A

Lai atrisinatu So uzdevumu, izmantosim reizinasanas likumu.
Veidosim sadas virknes, sakot no kreisas malas:

1. Virknes pirmo elementu var izveleties n veidos,

2. virknes otro elementu neatkarigi no pirma var izveleties n veidos,
tatad pirmos divus virknes elementus var izveleties n x n = n?
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veidos,

.
3. virknes k-to elementu neatkarigi no visiem ieprieksejiem var
izveleties n veidos, tatad pirmos k virknes elementus var iz-
veleties n - ... - n veidos,
——

k reizes

Visus virknes m elementus var izveleties n™ veidos:

—m
A, =n-n-...-n=n".
————

m reizes

1.1. piemers. Cik dazados veidos var izveleties piecciparu talruna

numuru? Katru no pieciem cipariem var neatkarigi izveleties 10 vei-
o . _ e —5

dos, cipari var atkartoties, tapéc atbilde ir vienada ar A;, = 10°.

A" ka funkciju skaits

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



6

Uzdot funkciju no m elementu kopas A uz n elementu kopu B ir
tas pats, kas uzdot sakartotu virkni: funkciju f : A — B viennozimigi
uzdot ar virkni

(f(a1), -, f(am)),

m elementi
kuras elementi ir kopas B elementi. Otradi, katrai m elementus garai
virknei, kuras elementi pieder kopai B, var viennozimigi piekartot
atbilstoso funkciju. Tadejadi ir nodibinata bijektiva atbilstiba starp
virkném un funkcijam.

1.1. piezime. Zgﬂ var interpretet arl ka visu m elementu lielas
kopas apakskopu skaitu, jo katru apakskopu var uzdot ka funkciju no
sadas kopas uz divu elementu kopu 0, 1, kas elementam piekarto 1, ja
tas pieder apakskopai, un 0, ja nepieder. Tadejadi m elementu lielas
kopas visu apakskopu skaits ir vienads ar 2™.
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1.1.2. Virknes bez atkartojumiem

Cik ir dazadu m vienibas garu virknu, kuras var but dotas n ele-
mentus lielas kopas elementi? So skaitli apzimesim ar A}

Atgkiriba no iepriekseja uzdevuma elementi virkne nevar atkarto-
ties, jo tie tiek izveleti no kopas.

A1t Saja gadijuma izmantosim reizinasanas likumu. Skaitisanu
veiksim, konstru€jot visas iespejamas virknes. Konstruesim virknes,
pievienojot jaunus elementus labaja mala:

1. Virknes 1.elementu (sakot no kreisas puses) var izvéleties n vei-

dos,

2. virknes 2.elementu (ja 1l.elements jau ir izveléts) var izvéléties

neatkarigi no pirma n — 1 veida, tatad pirmos divus virknes
elementus var izvéleties n(n — 1) dazados veidos,

k. virknes k-to elementu (ja ieprieksejie k — 1 elementi ir izveleti)
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var izveleties n — k + 1 veidos, tatad pirmos k elementus var
izveleties n(n — 1)...(n — k + 1).

k reizinataji

Pabeidzot $o spriedumu, iegistam, ka kopejais dazadu virknu skaits
ir n(n —1)...(n —m+ 1), tatad

A=nn—-1)-...-(n—m+1) = n!

" (n—m)!’

Svarigs specialgadijums ir A7 = n! (n elementus lielu kopu var
sakartot n! veidos). Al apzimeésim ar P,, un sauksim par n elementus
lielas kopas permutaciju skaitu.

1.2. piemers. Cik dazados veidos var nostadit ierinda piecus cilvekus
no desmit cilveku lielas grupas? Atbilde: Af, = 10-9- 8-7-6 = 30240.

AT ka injektivu funkciju skaits
A ir vienads ar injektTvu funkciju skaitu no m elementu lielas ko-
pas uz n elementus lielu kopu tapéc, ka injektivas funkcijas uzdosana ir
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ekvivalenta virknes bez atkartojumiem uzdosanai. To var interpretet
ar1 ka dazadu objektu ievietoSanu dazadas kastes.

1.1.3. Apakskopas

Cik ir dazadu m elementus lielu apakskopu kopa, kas satur n ele-
mentus? So skaitli apzimesim ar C* vai ().

Atradisim C)", izmantojot dalisanas likumu.

Saskana ar spriedumu, ar kura palidzibu mes aprekinajam A} -
e katru m elementus lielu apakskopu var sakartot m! veidos,

e tatad vienai m elementus lielai apakskopai atbilst m/! sakartotas
virknes.

m
n

mo__ (Mmoo . m o _ —
At = Cym! Cn m!  (n—m)lm!

n!
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1.3. piemers. Cik dazados veidos var izvéleties piecus cilvekus no
desmit cilveku lielas grupas? Atbilde ir vienada ar

10-9-8-7-6
5 _
Ch=7p3 371 =22

1.2. piezime. Skaitliem C]" ir vel vairakas lietderigas interpretacijas:

e C var interpretet ka n vienibas garu binaru virkpu skaitu,

kuras ir m vieninieki, jo katrai n elementus lielas kopas m-
apakskopai var viennozimigi piekartot tas bitu vektoru,

e C7" var interpretet ka fikseta garuma augosu (dilstosu) virkgu
skaitu pilnigi sakartota kopa: katru m-apakskopu n elemen-
tus liela pilnigi sakartota kopa var sakartot augosa vai dilstosa
kartiba tiesi viena veida, otradi, katrai augoSai vai dilstosai
virknei var viennozimigi piekartot atbilstoso apakskopu,

e C" var interpretet ka koeficientus, ko ieglist, atverot iekavas
izteiksmeé (a + b)™.

Parskaitisim dazas vienkarsakas skaitlu C)* Tpasibas:
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1) C0=1, CL=n, C"=1;
2) Cm = Cnm
3) O+ Ot = O (Paskala trijstiira 1pasiba).

1.2. Uzdevumi, kas ir reducejami uz kombinacijam
vai variacijam
1.2.1. Kombinacijas ar atkartojumiem
Atkartot par multikopam.
Cik ir dazadu m elementus lielu apaksmultikopu multikopa, kas
satur n dazadu tipu elementus neierobezota skaita (n-multikopa)?

Kopu valoda: cik veidos no n elementu lielas kopas var izveleties
m elementus helu apakskopu kura elementi var atkartoties. So skaitli
apzimesim ar C
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Atrisinasim $o uzdevumu ar bijekcijas metodi - piekartosim sav-
starpeji viennozimigi katrai apak$multikopai noteikta veida binaru
virkni.

Katrai apaksmultikopai ar dotajam TpaSibam piekartosim binaru
virkni sada veida:
1) sanumuresim n-multikopas elementu tipus ar naturaliem skait-
liem no 1 Iidz n;
2) pienemsim, ka apakSmultikopa ir r; elementi, kuru tips ir i
n
(Z Ty = m)7
i=1
sakot no kreisas puses rakstisim

e 71 nulles un 1 vieninieku,
79 nulles un 1 vieninieku,

ceny

[ ]
[ ]
e 1, nulles un 1 vieninieku,

plemeram, ja elementu tipi ir 1,2,3}, tad apaksmultikopal
i ja el ipi ir {1,2,3 d ksmultikopai
{1,1,1,2,2,3} atbilst binara virkne (0,0,0,1,0,0,1,0,1));
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3) pedgjo vieninieku nodzesisim (jo tas nedod informaciju).

Tegisim viennozimigi definétu virkni, kura ir m nulles un n — 1 vieni-
nieks.

Otradi, katrai sadai virknei atbilst viena vieniga apaksmultikopa
ar dotajam IpaSibam.

Tatad meklejamais multikopu skaits 6;” ir vienads ar tadu binaru
virknu skaitu, kuras satur m nulles un n — 1 vieninieku:

C - n+m 1= :Ln+m—1'
1.4. piemers. Veikala ir 5 dazadu veidu markas neierobezota skaita.
Cik dazados veidos var iegadaties 10 marku komplektu? Redzam, ka
mums ir jaatrod 10 elementus lielu apaksmultikopu skaits multikopa,
kas satur 5 tipu elementus. Atbilde ir vienada ar Ci% = Cf, = 1001.
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1.2.2. Apakskopu virknu skaits
Cik veidos kopu, kas satur n elementus, var sadalit k£ apakskopu

k

virkné ta, ka i-ta apakskopa satur m; elementus, kur > m; = n, %o
i=1
skaitli apzimésim ar C["™2:™k vai P, (my, ma, ..., Mg).

1. Pirmo apakskopu var izveleties C;*' veidos,
-« e s .
2. otro apakskopu, ja pirma ir izveleta, var izveleties C}%,,  veidos,

3. treso var izveleties C% veidos u.t.t.

3
n—mi;—ms:

Tegtistam, ka
C’:lnhmz,n-,mk — C,TICmQ cms MO

n—mi~n—mi—ms" N—Mmi—...—Mpg_1"
Pec parveidojumiem iegustam, ka
G = n'! I
mimol... Mg
Crmma-s™k yar interpretet ka multikopas {{mq - 1,mq -2, ..., my -
k}} n elementu garu virknpu skaitu:
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e clementa 1 vietas var izveleties C)*! veidos,

n—m

e clementa 2 vietas var izveleties C)"?, = veidos,

1.2.3. Kopas sadalijums apakskopas ar noteiktu elementu
skaitu

Cik veidos kopu, kas satur n elementus, var sadalit skirtas apaks-
kopas ta, ka katram i : 0 < ¢ < n ir tiesi m; apakskopas, kas satur ¢
elementus, tadejadi izpildas nosacijums

1-m+2-me+3-mg+..4+n-my,=n,

M2,y My,

So skaitli apzimesim ar St

No sakuma atradisim noteikta veida apakskopu virknpu skaitu ta,
lai tiktu izpildits to elementu summas nosacijums.

Konstruejot sadu apakskopu virkni, sakot ar mazaka elementu

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



16

skaita apakskopam, ieguistam, ka apakskopu virknpu skaits, kuru mes
apzimeésim ar R}'™2~™n» ir vienads ar

CrCpy oo Oty
miy
' C’rQL—lml : 0721—17711—2 Teeet 0727,—1777,1—21’712-'1-2 '
ma
' C’?L—lml—ng Teeet 02—1m1—2m2—3m3+3

ms

Vienkarsosim RJ‘™m2Mn:

le’mz"“’m" _ n' (n _ 1)]
" S l(n—-1D! 1(n—2)!

(n—1m; +1)! (n —1myq)! _
S U(n—1my)! 2n—1myg—2) T
n!
(0™ (2072 (nl)
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Lai atrastu nesakartotu sadu sadalijumu skaitu, ieverosim, ka ka-
tram ¢ apakskopas, kas satur i elementus, var sakartot m;! veidos
neatkarigi no citu elementu skaita apakskopam, tatad saskana ar da-
[i8anas likumu
R:lm,mm--.,mn n!

milmal..m,!  (I)ma(2D)m2 (nh)ymnmyIma!l..m, !

QM1 M2,
n

1.2.4. Cikliskas virknes

Cik veidos n elementus lielu kopu var izvietot cikla (ap rinka
liniju), ja ir fiksets cikla apiesanas virziens?

Sis uzdevums atskiras no uzdevuma par A" ar to, ka katram cik-
lam var piekartot vairakas virknes atkariba no ta, no kuras vietas So

ciklu sak lastt.

Katrai n elementus garai virknei atbilst n cikli, tapec, izmantojot
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daliSanas likumu, iegtistam, ka ciklu skaits ir vienads ar

In (= 1)
2= (n—1)

1.2.5. Vienadojuma x+x2+...+x, = m atrisinajumi veselos
skaitlos

Sim uzdevumam var buit dazadas variacijas:

e nenegativu atrisinajumu skaits - katram sadam atrisinajumam
atbilst n-multikopas m-apaksmultikopa, tatad kopejais variantu
skaits ir vienads ar

—m m
Cn - n+m— 1’

e pozitivu atrisinajumu skaits - katram Sadam atrisinajumam at-
bilst nenegativs atrisinajums vienadojumam

1+ Ty + ... +Tp=m—n,
tatad variantu skaits ir vienads ar
m—n

c, =cCcrt=cn”

m—
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2. 2.majasdarbs

2.1. Obligatie uzdevumi

2.1 Ribonuklemnskabes (RNS) tipa molekulas var saturét 4 tipu ele-
mentaras sastavdalas, kuras apzimésim ar A,C,G,T. Elementa-
ras sastavdalas tiek izvietotas virkne. Cik eksiste

(a) RNS virknu ar garumu 8, kuras ir 3 C un 5 A elementi?
(b) RNS virkyu ar garumu 12, kuras ir 4 C un 4 A elementi?

2.2 Cik veidos n zénus un n meitenes var sasedinat ap apalu galdu
ta, lai nekur blakus nesedetu 2 zéni vai 2 meitenes.

2.2. Paaugstinatas gritibas un petnieciska rakstu-
ra uzdevumi
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