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Lekcijas merkis:
e apgit svarigakos grafu algoritmus.

Lekcijas kopsavilkums:
e dazi grafu algoritmi balstas uz visu variantu parlasi.

Svarigakie jedzieni: plusmas maksimizacijas uzdevums, mak-
simalas neatkarigas kopas atrasanas problema, krasoSanas problema,
topologiskas SkiroSanas problema, celojosa tirgona problema.

Svarigakie fakti un metodes: pilnas un maksimalas plismas
atrasanas algoritmi ar uzlabosanas metodi, Forda-Falkersona teoréma,
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plismas maksimizacijas pielietojumi, maksimalu neatkarigu kopu mek-
lesanas un krasosanas algoritmi, topologiskas skirosanas algoritms.
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1. Grafu algoritmi II

1.1. Pluasmas maksimizacija

1.1.1. Problema

InZenierzinatnes ir izplatiti uzdevumi, kas ir saistiti ar fizikalu vai
cita veida plusmu vadiSanu to transportesanas tiklos.

1.1. piemers. Maksimalas caurlaides spéjas noteiksana autocelu tikla,
naftas vadu tikla, datortikla, logistikas vai razoSanas tikla, asinsvadu
vai nervu tikla. Viens no svarigakajiem jautajumiem, kas var biit uz-
dots sada situacija, ir jautajums par maksimalo pielaujamo plusmu
tikla.

I' = (V, E,¢) orientéts nosverts grafs ar vienu avotu s un vienu
noteku ¢ (tikls). ¢ : E — RY - skautnu caurlaides funkciju.

Funkcijas f vertibu ar argumentu e = (u, v) apzimésim ar f(e) vai
flu,v).
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Tikla griezums - Skautnu kopa, kas atdala avotu no notekas.
Plusmu tikla asociesim ar funkciju f : E — Rt U {0}.
Par virsotnes v f-divergenci (plusmu caur virsotni) sauc lielumu
div(v) = Z flu,v) — Z fv,w).
w:(u,v)EE w:(v,w)EE
Funkciju f sauksim par plusmu (pielaujamu plismu) tikla T, ja

1) V (u,v) € E izpildas nosacijums 0 < f(u,v) < c¢(u,v) (plisma
pa jebkuru skautni neparsniedz Skautnes caurlaides spgju);

2) Y v €V, iznemot avotu un noteku, izpildas nosacijums div(v) =
0 (pluisma nekur neuzkrajas).
div(t) - plasmas lielums, | f|.
f - pielaujama plisma tikla. Skautne e attieciba uz f ir
e tuksa, ja plusma pa to ir vienada ar nulli: f(e) =0,

e piesatinata, ja plusma pa to ir vienada ar caurlaides speju:
fle) = c(e).
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Plismu sauksim par

e pilnu, ja katrs marsruts no avota uz noteku satur vismaz vienu
piesatinatu skautni.
e maksimalu, ja tas lielums ir maksimals starp visam pielaujamam

pluasmam.

Plasmas maksimizacijas uzdevums: dotajam tiklam ' = (V, E, ¢)
atrast maksimalu plismu.

1.1.2. Algoritmi
Pilnas plusmas atrasana

Pirmaja tuvinajuma mes varetu konstruet pielaujamo plusmu, kas
ir pilna.

Pilnas pliismas konstruesanas algoritmu.

1) Sakuma bridi definesim nulles plusmu f(e) = 0 katrai skautnei
e, konstruéjam paliggrafu I =T.
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2) Meklgjam grafa I virzitu kedi p no avota uz tiklu. Ja tada kede
neeksiste, tad ir iegtita pilna plisma, apstajamies. Ja tada kede
eksiste, tad ejam uz soli (3).

3) Palielinam plusmu katra kédes p posma par lielumu f,, kas
ir vienads ar minimalo caurlaides speju kedes p skautnes (ta,
lai vismaz viena Skautne butu piesatinata). Kopeja plusma
palielinas par f,, plisma joprojam ir pielaujama.

4) Modificejam grafu I': samazinam caurlaides spgju kédes p skaut-
nés par f,, izdzesam grafa I visas piesatinatas skautnes. Kon-
struéjam $I sola rezultata jaunu grafu I'V. Parejam uz soli 2.

Sada tipa metodi sauksim par uzlabojoso kézu metodi.

Diemzel pilna plusma var arl nebut maksimala, tapec uzdevums
par maksimalo plusmu vel nav atrisinats.
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(a) (b)

3.70. attels. (a) tikla piemers, (b) pilnas un nemaksimalas plusmas
piemers
Forda-Falkersona algoritms
Pilnas plusmas konstruesanas algoritma mes apskatijam tikai vir-

zitas kedes, kas ir virzitas no avota uz noteku.

Izradas, ka ir lietderigi apskatit visas iespejamas, ne obligati virzitas
kedes no avota uz noteku.

Var redzet, ka plusmu var palielinat, ja eksiste kede no avota uz
noteku ar sadu 1pasibu:
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e katra Skautne, kas ir versta no avota uz noteku, nav piesatinata,

e katra skautne, kas ir versta no notekas uz avotu, nav tuksa
("no full forward or empty backward edges”).

Var pieradit, ka algoritms, kura tiek pakapeniski palielinata plas-
ma tik ilgi, lidzko nav kézu ar So IpaSibu, tiesam atrod maksimalo
plasmu.

Sada tipa algoritmi balstas uz Forda-Falkersona jeb max-flow min-
cut teoremu: maksimalas pliusmas lielums ir vienads ar minimalu grie-
zuma kapacitati.

Gan pilnas, gan arT maksimalas plismas meklésana ar uzlabojoso
kezu metodi tiek realizeta, konstrugjot un uzturot mainigu paligtiklu,
kura skautnu caurlaides spejas tiek modificetas algoritma darba laika,
lai atspogulotu konstruetas plusmas ietekmi uz tikla atlikuso kapaci-
tati. Virzitie marsruti Saja paligtikla tiek noteikti, izmantojot 1saka
cela meklesanas algoritmus.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



11
Operaciju skaits

Var pieradit, ka plusmas maksimizaciju var realizet ar algoritmu,
kas patere O(|V||E|?) operacijas.

1.1.3. Pielietojumi

Papildus tiesajiem pielietojumiem transporta tiklos $im uzdevu-
mam ir arT dazi neacimredzami pielietojumi.

Stabilo laulibu uzdevums

Ir dota zénu kopa Z un meitenu kopa M. Starp daziem zeéniem
un meiteném eksisté savstarpejas simpatijas, kuras meés vienkarsoti
modelésim ar skautni, ja starp divam virsotnem eksiste skautne, tad
uzskatisim, ka atbilstosie cilveki var veidot stabilu laulibu.

Uzdevums ir $ads: noteikt, kads ir maksimalais stabilo laulibu
skaits, kas ir iespgjams dotajam kopu parim (M, Z) ar uzdotu savs-
tarpejo simpatiju sarakstu.
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So uzdevumu var atrisinat, izmantojot plusmas maksimizacijas
pieeju.

Grafi modificesim Sada veida:

pievienosim vel divas virsotnes My un 2,
savienosim virsotni My ar visam kopas M virsotném,
savienosim Zj ar visam kopas Z virsotnem,
uzskatisim M, par avotu un Zj - par noteku,

katru skautni orientésim virziena no avota uz noteku un pieskir-
sim katrai orientetajai skautnei caurlaides speju 1.

Var redzet, ka maksimala plusma $ada tikla define maksimalu paru
skaitu.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



13

3.71. attels. Stabilo laulibu uzdevuma risinasana ar plusmas
maksimizacijas metodi

Apakskopu sistemas parstavju izvele

Ir dota kopa A un tas apakskopu kopa {4; };cr. Uzdevums ir atrast
apakskopu sistémas dazado parstavju kopu - kopu R = {a;}icr, kas
apmierina Ipasibus a; € A; un |R| = |I|.

Definesim tiklu sada veida:

e virsotpu kopa ir {A;}ier U AU{z, v}, kur z un y ir divas jaunas
virsotnes;
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e savienosim katru kopas A virsotni ar x;

e savienosim katru kopas {4;}icr virsotni ar y;

e savienosim katru elementu @ ar visam virsotnem A;, kuram
izpildas nosacijums a € A;.

e uzskatisim x par avotu un y par noteku,

e orientesim Skautnes virziena no avota uz noteku un piekartosim
katrai Skautnei caurlaides speju 1.

Var redzet, ka apakskopu sistemai eksiste parstavju kopa tad un
tikai tad, ja maksimala plusma Sada tikla ir vienada ar apakskopu
skaitu (elementu skaitu kopa {A;};cr jeb |I]).

Sakariguma skaitla noteikSana

Izmantojot Mengera teoremu, var piedavat algoritmu, kas atrod
grafa sakariguma skaitli, pielietojot plusmas maksimizaciju: mak-
simalais virsotnu skirtu kezu skaits, kas savieno divas virsotnes, ir
vienads ar maksimalas plasmas lielumu grafam atbilstosaja tikla, ja

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



15

katrai neorientetai skautnei atbilst divas orientetas Skautnes ar caur-
laides speju 1.

1.2. Maksimalu neatkarigu kopu meklésana

1.2.1. Problema

Dots nosverts (neorientets) grafs. Meklesim neatkarigu virsotnu
vai Skautnu kopu ar maksimalu svaru.

1.2.2. Algoritmi

So uzdevumu ir iesp€jams atrisinat, tikai apskatot visas iespejamas
virsotnu vai Skautnu apakskopas.

Ja grafam ir n virsotnes, tad ir jaapskata visas 2" apakskopas,
un algoritma darba laiks ir vismaz O(2"). To ir iesp€jams izdarit,
piemeram, ar bektrekinga algoritma palidzibu - tiek pectecigi gene-
retas visas apakskopas un uzglabata apakskopa ar maksimalo svaru
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starp visam jau generetajam apakskopam.

Heiristisku maksimalas neatkarigu virsotnu kopas meklesanas al-
goritms:

1) izveleties grafa I' virsotni ¢ ar minimalu pakapi un ievietot to
kopa U (sakuma kopa U ir tuksa),

2) jaT' = (t U Np(t)) ir tukss grafs (ja ta virsotyu kopa ir tuksa),
tad apstaties, ja I' — (¢ U Np(t)) nav tukss, tad parveidot grafu
I' par I' — (tU Np(t)) (iznicinat kopas tU Np(t) virsotnes) un iet
uz soli 1).
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1.3. Grafu krasoSana

1.3.1. Problema

Ir dots grafs I'. Uzdevums: nokrasot grafa virsotnes, ja ir dots
krasu skaits x. Citos terminos: sadalit I" virsotnu kopu y neatkarigas
apakskopas.

1.3.2. Algoritms

Ta ka virsotnu krasoSana ir tas pats, kas virsotnu kopas sadalisana
neatkarigu apakskopu apvienojuma, var piedavat sadu "rijigu” kraso-
Sanas algoritmu:

1) izveleties grafa I" maksimalu neatkarigu virsotyu kopu S, fikset
kartejo krasu K;

2) nokrasot kopas S virsotnes krasa K;

3) jaT'— S ir tukss grafs, tad apstaties, ja I' — S nav tukss, tad
parveidot grafu T' par I' — S (izdzést kopas S virsotnes) un iet
uz soli 1).
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1.4. ”Topologiska skirosana”
1.4.1. Problema
Ir dots aciklisks orientéts grafs (AOG).

Uzdevums ir sakartot grafa virsotnes virkne ta, lai katras orien-
tetas Skautnes beigu virsotne virkne butu pa labi no sakuma virsotnes.

AT

Vs \ ny Vio

9 10

3.72. attels. Topologiskas SkiroSanas piemeérs

So uzdevumu sauc par AOG topologiskas skirosanas uzdevumu.
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1.2. piemeérs. Viens no ta pielietojumiem ir sads: pienemsim,
ka ir liels projekts, kas sastav no vairakiem darbiem, darbi var bt
atkarigi viens no otra to izpildes nozimé (pieméram, darbs B nevar biit
iesakts, pirms nav pabeigts darbs A), modelésim projektu ar orientetu
grafu, kura virsotnes ir darbi un skautnes savieno atkarigus darbus
to izpildes kartiba. Topologiskas SkiroSanas uzdevuma atrisinajumu
Saja gadijuma var interpretet ka darbu virkni, kas apmierina atkaribas
nosacyjumus.

1.4.2. Algoritms
Topologiskas Skirosanas problema var tikt atrisinats, izmantojot
sadu algoritmu:
1) dotaja grafa atradisim visu avotu kopu (parskatot grafa matricu
val izmantojot dzilummeklésanu);

2) pievienosim kopu S konstruejamas virknes labaja gala jebkura
kartiba;
3) parveidosim I' par I" — S
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4) ja V(I') = @, tad apstajamies, ja né, tad ejam uz soli 1).

1.5. Eilera cikla problema

1.5.1. Problema

Dots neorientéts Eilera grafs - katras virsotnes pakape ir para
skaitlis. Uzdevums: atrast Saja grafa Eilera ciklu.

1.5.2. Algoritms
Fleury algoritms
Iss apraksts:
1. sakam ar patvaligu skautni,
2. izvelamies jebkuru skautni, kas ir incidenta ieprieksejai skautnei
un nav tilts modificetaja grafa, ja ir izvele, ja nav izveles, tad
nemam tiltu,

3. modificejam grafu - izdzesam izveleto skautni,
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4. ja modificetais grafs ir tukss, tad apstajamies, ja nav tukss, tad
ejam uz soli 2).

Dots neorientets Eilera grafs T'.
1. Sakam ar patvaligu virsotni vg. Defingéjam mainigo graful'; =T,
mainigo virsotni vy = vg.
2. Izvelamies Skautni e = (vg,v) grafa Ty, kuras viens gals ir vy,
tadu, ka
(a) e nav tilts grafa T'y,
(b) e ir tilts grafa T';, un visas paréjas skautnes, kas ir inciden-
tas ar v, ir tilti.
Modificejam mainigo grafu un virsotni: I'; :=T"y — e, vy 1= v.

3. Ja I'; ir bezskautnu grafs, tad apstajamies, ja ne, ejam uz soli
2).

1.6. Hamiltona cikla un ”celojosa tirgona proble-
ma”
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1.6.1. Problema
Ir dots nosverts grafs. Uzdevums ir atrast Saja grafa Hamiltona

ciklu, kura skautnu svaru summa ir minimala.

Specialgadijuma, ja visu Skautnu svari ir vienadi, iegisim uzde-
vumu par Hamiltona cikla atrasanu.

1.1. piezime. Sadu uzdevumu sauksim par ”celojosa tirgona proble-
mu”, jo tas ir célies no uzdevuma par tirgoni, kam ir jaapmekle visas
pilsetas valstl un jaatgriezas sakotneja pilseta, celojot peéc iespe€jas
1saku marsrutu.

1.6.2. Algoritmi

Vispariga gadijuma Sim uzdevumam nav atrasts algoritms, kas
patere butiski mazak laika neka izsmelosas parlases algoritms - visu
virsotnu permutaciju apskatisana.
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Tatad, ja grafam ir n virsotnes, tad algoritma darbibas laiks ir
vismaz O(n!).

Specialu grafu klasém 81 uzdevuma risinasanai ir izstradatas efek-
tivas heiristiskas metodes.
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2. 14.majasdarbs

2.1. Obligatie uzdevumi

14.1 Generet nosvertu orientétu avotu ar 20 virsotném un realizet
maksimalas plusmas meklesanas algoritmu.

14.2 Generet neorientétu grafu ar 20 virsotném un realizet sadus al-
goritmus izmantojot pilno parlasi:

(a) maksimalas neatkarigas virsotnu kopas meklesanas algo-
ritmu,

(b) virsotnu krasosanas algoritmu ar minimalu krasu skaitu,

(¢) Hamiltona cikla meklésanas algoritmu.
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