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Lekcijas merkis:
e apgit neatkariguma un krasoSanas pamatfaktus,
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e apgit planaru grafu pamatipasibas.

Lekcijas kopsavilkums:

e var petit grafu virsotnu un Skautnu neatkariguma un ”segsanas”
1pasibas,

e var petit grafus, kurus var attelot plakne bez skautnu krustosa-
nas arpus virsotném - planarus grafus.

Svarigakie jedzieni: neatkariga Skautnu un virsotnu kopa, vir-
sotnu un Skautnu neatkariguma un seguma skaitli, dominejoSa vir-
sotnu kopa, dominesanas skaitlis, virsotnu un Skautnu krasojums,
virsotnu un skautnu hromatiskie skaitli, plakans grafs, plakanizacija,
planars grafs, skaldne, maksimals plakans grafs, triangulacija.

Svarigakie fakti un metodes: dominesanas skaitla Tpasibas,

plakanizacijas Tpasibas, planaru grafu IpasSibas, triangulacijas Ipasiba,
Eilera formula un tas sekas, Kuratowski-Wagner kriterijs.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



1. Neatkarigums un krasoSana

1.1. Segumi, neatkarigums

Virsotnu kopa ir neatkariga, ja nekadas divas no tam nav savieno-
tas. Elementu skaits maksimala neatkariga virsotnyu kopa - grafa vir-
sotnu neatkaribas skaitlis ao(T).

Skautnu kopa - neatkarigu, ja nekadas divas no tam nav incidentas.
Maksimals elementu skaits neatkariga skautnu kopa - grafa skautnu
neatkaribas skaitlis aq (T').

Teiksim, ka virsotne sedz tai incidentas Skautnes un skautne sedz
tai incidentas virsotnes.

Virsotnu kopu, kas sedz visas grafa skautnes - grafa virsotnu se-

gums. Minimalais elementu skaits virsotnu seguma - grafa virsotnu
seguma skaitlis Gy (T").
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Skautnu kopa, kas sedz visas grafa virsotnes - grafa skautnu segums.

Minimalais elementu skaits Skautnu seguma - grafa skautnu seguma
skaitlis 51 (T).

Virsotnu kopa S C V - domingéjosa, ja
SUUNES) =V,

citiem vardiem sakot, V v € V vai nu v € S, vai arT 3 virsotne s € S
un skautne (v, s) € F.

Grafa I mazakas domingjosas kopas elementu skaitu sauksim par
dominésanas skaitli dom(T").

1.1. teorema. I' = (V,E), S CV - neatkariga kopa. S - maksimala
neatkariga <= S - domingjosa kopa.

PIERADIJUMS Pienemsim, ka S ir maksimala neatkariga.

Pienemsim, ka S nav domin€josa — d v € V., kas atrodas
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attaluma lielaka ka 1 no visam kopas S virsotnem. So virsotni var
pievienot kopai S, saglabajot neatkaribu - pretruna.

Pienemsim, ka S ir neatkariga domin€josa kopa, kas nav mak-
simala neatkariga —> 3 w € V, kas nav savienota ne ar vienu kopas
S virsotni, tas ir, atrodas attaluma lielaka ka 1 no visam S virsotnem.
Tas ir pretruna ar pienémumu, ka S ir domingjosa kopa. B

1.1. piezime. Pielietojumos svarigs uzdevums ir atrast domin€joso
kopu ar minimalo virsotnu skaitu dotaja grafa.

1.2. teorema. I' = (V| F) - sakarigs neorientéts grafs, |V| > 2.

1y

Vi
. >
2. dom(T") > T+ AT

1. dom(T") < [
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PIERADIJUMS
1. T ir I parklajosais koks = dom(I") < dom(T') = pietiek
pieradit apgalvojumu kokiem.

Izmantosim indukciju ar parametru |V|.

Indukcijas baze

Ja |V| = 2, tad apgalvojumu viegli parbaudit.

Indukcijas solis

Pienemsim, ka apgalvojums ir pieradits visiem kokiem, kuriem
V| < m un pieradisim, ka tad apgalvojums seko kokiem, kuriem
V| =m.

Koka I' 3 lapa | = 3 virsotne u, kas ir savienota ar [. Definésim
I"=T-u.

I'" komponentes ir Ty, l1, ..., 1;, 11, ..., Tp, kur Ty = {l}, l; - triviali
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grafi, T; - netriviali koki. Apzimesim V(T;) = n;. Seko, ka
> oni< V-2
i=1

%

n
Saskana ar indukcijas hipotezi, dom(T;) < [?} - kokam T; 3
n;

domingjosa kopa D; ar elementu skaitu < [5}

Kopa D =1U D; U...U D, ir dominejosa kopa kokam 7" un

|D|<1+Z[ } <1+[22: } <1+ |V|_2]: [M}
— 2 2
[a] + [b].)
2.V virsotne var nosegt ne vairak ka A(T') citas virsotnes — V

virsotne domingjosa kopa apkalpo ne vairak ka 1 + A(T") virsotnes
dom(L)-(1+AT)>|V]. 1

(Tika izmantota Tpasiba [a + b] <
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1.2. KrasoSana

Grafa virsotnu kopu var méginat sadalit apakskopu apvienojuma
ta, lai katra apakskopa virsotnes butu neatkarigas. Tradicionali sadu
procediru sauc par grafu krasosanu.

Par grafa virsotpu krasojumu (krasojumu) sauksim funkciju no
grafa virsotnu kopas uz krasu kopu, tadu, ka nekadam divam savie-
notam virsotnem nav piekartota viena krasa.

Mazakais krasu skaits, ar kuru dotajam grafam eksisté krasojums
- grafa virsotnu hromatiskais skaitlis, x(T').

Viegli redzet, x(I') > w(T') (klikes skaitlis, maksimalais r: T satur
apaksgrafu K,.).

I - k-krasojams, ja k > x(I'). Grafu sauksim par k-hromatisku,
ja k= x(D).

Lidzigi var definét grafa Skautnu krasojumu un ar to saistitas
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Ipasibas. Par grafa skautnu krasojumu sauksim funkciju no grafa
skautnu kopas uz krasu kopu, tadu, ka nekadam divam incidentam
Skautnem nav piekartota viena krasa.

Mazako krasu skaitu, ar kuru grafam I' eksiste skautnu krasojums,
sauc par grafa skautpu hromatisko skaitli, x1(T).

1.1. piemers. Augstskola tiek organizetas vairakas nodarbibas ta,
lai katrs students var piedalities viena nodarbiba. Katram studentam
obligati ir japiedalas katra vinam/vinai paredzeta nodarbiba. Katra
nodarbiba ilgst fiksetu laika intervalu. Kads ir minimali iespejamais
laiks, kas ir nepiecieSsams, lai notiktu visas nodarbibas, kas ir ne-
pieciesamas studentiem?
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2. Planaritate

2.1. Definicijas
Grafs T' = (V, E) ir plakans, ja
e V C R? (virsotnes atrodas viena plakne);
e V sSkautne ir Iikne, kas savieno divas virsotnes dotaja plakne;
e V sSkautnes iekseja dala nekrustojas ne ar virsotném, ne ar citam

Skautnem.

Isi sakot, grafs ir plakans, ja to var uzzimet plakne ta, ka skautnes
nekur nekrustojas, iznemot virsotnes.

Grafs ir planars, ja tas ir izomorfs plakanam grafam.
Planara grafa parveidosana par plakanu grafu - plakanizacija.
Par plakana grafa skaldni sauksim plaknes apgabalu, ko norobezo

skautnes un kurs nesatur virsotnes vai Skautnes (ieskaitot arejo apga-
balu).
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2.1. teorema. I' = (V, E) - neorientéts grafs. I' var plakanizet <
I" var plakanizét uz sferas.

PIERADIJUMS Stereografiska projekcija. W

2.2. teoréema. I' = (V, E) - planars grafs, v € V, e € E. T var
plakanizet ta, ka v vai e pieder arejai skaldnei.

PIERADIJUMS Diskusija. Jaizmanto stereografiska projekcija. l

Skaldnes robeza ir marsruts, kura pirma virsotne ir vienada ar
pedejo virsotni (piemeram, vienkarss cikls).

Var redzet, ka katram plakanam grafam ir tiesi viena neierobezota
skaldne, kuru sauksim par arejo skaldni, parejas skaldnes sauksim par
ieksejam.

Planaru grafu sauksim par areji planaru, ja to var uzzimet plakne
ta, ka visas ta virsotnes pieder vienai skaldnei.
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Planaro grafu teorija tiek pielietota tadas inZenierzinatnes ka au-
tocelu projektesana, mikroshemu projektesana u.c.

2.1. piezime. ”Cetru krasu problema”. 1970.gados izmantojot da-
torus, tika pieradita $ada teoréma - grafs I' ir planars = x(I") < 4.
Sis teoremas pieradijums tika iegiits, apskatot lielu skaitu grafu spe-
cialgadijumu.

2.2. Planaru grafu 1ipasibas
2.3. teorema.
1. Katrs planara grafa apaksgrafs ir planars.

2. Ja skautne e pieder ciklam (e ir tilts), tad e pieder tiesi 2 skaldyu
robezam.

3. Ja skautne e nepieder ciklam (e nav tilts), tad e pieder tiesi
vienas skaldnes robezai.

4. Plakanam mezam ir viena skaldne.
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5. Grafs ir planars tad un tikai tad, ja katrs ta bloks ir planars.

PIERADIJUMS Diskusija. B

2.1. piemers. Pieradisim, ka grafs K5 nav planars. Jebkurs ta
inducetais apaksgrafs, kas satur Cetras virsotnes, ir planars, tapeéc
to var attélot plakne ka plakanu grafu. Pedeja piekta virsotne var
atrasties vai nu areja skaldné, vai arT viend no ieksejam skaldnem. St
virsotne ir jasavieno ar katru no paréjam ¢etram virsotném, un katra
no Siem diviem gadijumiem eksisté viena virsotne, kuru nevar savienot
ar piekto virsotni ta, lai nekrustotu pilna grafa K, skautnes.

2.3. Maksimali planari grafi un triangulacija

Plakanu grafu sauksim par maksimalu plakanu grafu, ja pievieno-
jot jebkuru jaunu skautni, grafs vairs nav plakans. Maksimals planars
grafs ir grafs, kas ir izomorfs maksimalam plakanam grafam.

Sakarigu plakanu grafu sauksim par triangulaciju, ja katra skaldne,
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3.61. attels. Planaru grafu plakanizacijas piemeri
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3.62. attels. Ilustracija grafa K5 neplanaritates pieradijumam
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ieskaitot arejo skaldni, ir trijsturis.

2.4. teorema. I ir maksimals plakans grafs <= T ir triangulacija.

PIERADIJUMS

—> Pienemsim, ka 3 skaldne, kas nav trijsttiris, tai ir vairak
ka 3 skautnes = var pievienot vienu skautni, kas ir §is skaldnes
diagonale/

<= Pienemsim, ka I" ir triangulacija. Pienemsim, ka pievienojot
jaunu skautni e, jaunais grafs I” = I' 4 e ir plakans. Skautne e sadala
vienu grafa I' skaldni 2 dalas. Bet tas nav iespgjams, jo V I' skaldne
ir trijsturis - pretruna. W
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2.4. Eilera formula un tas sekas

2.5. teoréma. (Eilera formula) I' = (V| E) - sakarTgs plakans grafs.
Tad
VI—IE| +|r| = 2.

PIERADIJUMS Indukcija ar indukcijas argumentu |E|.

Indukcijas baze:

|[E|=1 = |V| =1, |r| =1 un apgalvojums ir patiess.

Indukcijas solis
Pienemsim, ka formula ir pareiza visiem grafiem ar |E| skautnem
(|V| virsotném un |r| skaldném).

Pievienosim vel vienu skautni, ieglsim grafu ar |E'| = |E| + 1
skautném, |V’| virsotném un || skaldnem un pieradisim, ka formula
paliek speka.
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Ir iespejami 2 gadijumi:

e pievienota skautne savieno jau eksistéjosas virsotnes —

|E'| = |E|+1
V' =V = V| = |E'[+ ]| =2.
] = Irl+1

e pievienota Skautne savieno jau eksistejosu virsotni ar jaunu vir-

sotni —
|E'| = |E[+1
V| =|V|+1 = |[V/|-|E|+]|r]|=21
[r'| = |r|

2.2. piezime. Seko, ka visam planara grafa plakanizacijam ir vienads
skaldnu skaits |r| = |E| — |V] + 2.
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2.6. teorema. I' = (V, E) - sakarigs planars grafs, |V| > 3. Tad

1. |E| <3|V]—6.

2. §(T) <5.

PIERADIJUMS

1. V skaldni ierobezo vismaz 3 Skautnes, V Skautne ierobezo ne
vairak ka 2 skaldnes. Apiesim katru skaldni un skaitisim skautnes.
Tegtisim kadu skaitli N:

e N > 3|r|, jo katras skaldnes ieguldijums ir ne mazaks par 3;

e N < 2|E|, jo katras skautnes ieguldijums ir ne lielaks ka 2.

2|E|

= 3lr| < 2B = 2=|V|[-|E|+|r| <[V |E|+ = =

|E| <3|V| - 6.

2. Seko no 1. Pienemsim, ka |[V| > 7.

o(I)-[VI< X dv) =2[E] <2(3|V]-6) =6]V]-12 =
veV
(—6)V|<-12 = 6-6<0 — 5<6. W
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2.5. Kuratowski-Wagner kriterijs
Grafu minori

Skautnes savilksana. Virsotnes v un v, kas incidentas ar doto skaut-
ni, tiek apvienotas viena virsotneé, skautnes, kas ir incidentas ar u un
v, tiek identificetas. Skautnes e savilksanu grafa I' apzimesim ar I'/e.

Par grafa I' minoru sauksim jebkuru grafu, ko var iegtt no I,
vairakkart pielietojot sadas operacijas:

1. skautpu izdzesanu,

2. Skautnu savilksanu,

3. izoletu virsotnu izdzesanu.

2.7. teorema. (Kuratowski-Wagner planaritates kriterijs). T' -
planars <= I' nav minoru izomorfu ar K5 vai K3 3.

PIERADIJUMS Pieradijums ir grits un netiks dots. ll

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



22
3. 12.majasdarbs

3.1. Obligatie uzdevumi

12.1 Atrast «g, a1, 8o, 51, X, X1, dom $adiem grafiem:
(a) cikls Cy,
(b) pilnais grafs K,
(¢) 3 x 3 tabula,
(d) kuba grafs,
(e) Petersena grafs.

12.2 Pieradit, ka jebkur§ K 3 sts apaksgrafs ir planars.

12.3 Noteikt, vai grafi ir planari:
(a) K33,
(b) Ko,
(c) K222,
(d) Petersena grafs.

12.4 Pieradit, ka jebkuru grafu var ievietot trisdimensiju telpa ta, lai
Skautnes krustotos tikai virsotnes.
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12.5 (a) Konstruet piemérus planariem grafiem, kuriem |E| = 3|V|—
6 un |V| € {3,4,5,6}.
(b) Konstruét piemerus neplanariem grafiem, kuriem |E| =
3|V =5 un |V| € {4,5,6}.
12.6 Pieradit, ka grafam I' ir minors, kas ir izomorfs grafam A.

(a) T -2 x 2 tabula, A - Ky;
(b) T - Petersena grafs, A - K.

3.2. Paaugstinatas gritibas un pétnieciska rakstu-

ra uzdevumi

12.7
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