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Lekcijas merkis:
e apgut ciklu teorijas pamatfaktus.

Lekcijas kopsavilkums:
e ciklu petisanai var izmantot linearas algebras metodes,
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e visas grafa Skautnes veido ciklu (Eilera ciklu) tad un tikai tad,
ja katras virsotnes pakape ir para skaitlis,

e noteikt, vai eksiste cikls, kas satur katru virsotni vienu reizi
(Hamiltona cikls), nav viegli.

Svarigakie jedzieni: cikls, vienkarss cikls, cikla Skautnu kopa,
skautnu telpa, ciklu telpa, fundamentalie cikli, Eilera cikls un kéde,
Hamiltona cikls un kede.

Svarigakie fakti un metodes: inducetie vienkarsie cikli veido
ciklu telpu, ciklu telpas elementa kriteriji, teorema par fundamenta-
lajiem cikliem, teorema par Eilera cikliem, Eilera kedes eksistences
kriterijs, teorema par Hamiltona kedes eksistenci.
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1. Cikli

1.1. Vispariga teorija
1.1.1. Definicijas un interpretacijas

Vispariga gadijuma grafs var stipri atskirties no koka - taja var
but apaksgafi, kas ir izomorfi cikliem.

Tatad ciklu skaits un izvietojums raksturo to, cik stipri grafs
atskiras no koka.

Ciklu var definet/interpretet sados veidos:
e kédi/vienkarsu kedi ar pozitivu garumu, kuras pirma virsotne
sakrit ar pedejo,

e apaksgrafu vai inducetu apaksgrafu, kas ir izomorfs ciklam,

e Skautnu kopas apakskopu, no kuras var rekonstruet ciklu vai
ciklu apvienojumu.
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1.1.2. Lineara algebra un cikli

I' = (V, E) - (neorientéts) grafs, V = {v1,...,vn}, E = {e1,...,em }.

Skautnu telpa

L(E) = Fun(E,F3) = (e1,...,en) (standarta baze) - ' skautnu
telpa (Fo-lineara telpa):

e L(E) elementi - E apakskopas,

e summa - Skautnu apakskopu simetriska starpiba,

nulles elements - &,

l,e; € F
O7ei ¢F

VFCE,F=> ue;. kurui{
i

e dim L(F) = |E| = m.
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Ciklu telpa

I’ vienkarsam ciklam C var piekartot ta skautyu kopu E(C), kas
to viennozimigi nosaka.

Pienemsim, ka I" vienkarsie cikli ir C1, ..., C,..

I ciklu telpa C(T") - L(FE) apakstelpa, kuras veidotajelementu kopa
ir {E(Cy),...., E(C.)}:

CT) =(E(Cy),..., E(C))).
Citiem vardiem sakot, C(I') elementi izsakas ka C; simetriskas

starpibas.

1.1. teorema. Dy, ..., D, - visi I' inducetie vienkarsie cikli. Tad
C() =(E(Dy),...,E(Dy)).

PIERADIJUMS Pilns pieradijums nav dots, diskusija. Var izman-
tot indukciju ar parametru |E(C)|.
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Ja ciklam ir tikai viena horda, tad to var iegiit ka divu vienkarsu

inducetu ciklu simetrisko starpibu. Talak izmantot indukciju. B

1.2. teorema. F C E. Zemak dotie apgalvojumi ir ekvivalenti.
1. FeC().
2. F ir skautnu skirtu vienkarsu ciklu apvienojums,

3. grafam I'r = (V, F) katrai virsotnei pakape ir para skaitlis.

PIERADIJUMS
1—3

Katram vienkarsam ciklam virsotnu pakapes ir 0 vai 2 - para
skaitlu. Simetriska starpiba saglaba $o Ipasibu.

3=2

Var izmantot indukciju ar parametru - skautnu skaits.

I'r katrai virsotnei pakape ir para skaitlis = F' nav aciklisks
= satur vismaz vienu vienkarsu ciklu C = izdzeSot C skautnes
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ieglisim F’ ar mazaku elementu (8kautnu) skaitu, uz kuru attiecas
indukcijas pienemums.

2=1

Seko no ciklu telpas definicijas. B

1.1.3. Fundamentalie cikli un ciklomatiskais skaitlis

Katram sakarigam grafam eksisté parklajosais koks.

Fiksesim sakariga grafa I' parklajoso koku T'. T" fundamentals cikls,
kas ir asociéts ar T - cikls C(T,e) , kas veidojas pievienojot T' vienu
papildus §kautni e no E\E(T).

1.3. teorema. I' = (V, E) - sakarigs grafs, T - ta parklajoss koks.
1. Fundamentalie cikli ir C'(T") baze.
2. Fundamentalie griezumi ir G(T') baze.
3. dimC(I') = |E| — |V| 4+ 1 (T ciklomatiskais skaitlis).
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4. dimGI) = V|- 1.
PIERADIJUMS (T.0)
RS ecC(T,e
Ve € E\E(T) izpildas { e ¢ C(T. ') e 4 ¢

tikt iegtits ka parejo fundamentalo ciklu lineara kombinacija.

— C(T, z) nevar

= kopa {C(T,2)}cep\p(r) - lineari neatkariga —
dmCT) > |E|—|V|+1 1

1.2. Eilera cikli

Grafa FEilera cikls - cikls, kas satur katru Skautni tiesi vienu reizi.
Grafa FEilera kede - kede, kas satur katru skautni tiesi vienu reizi.

Ja grafa eksiste Eilera cikls, tad to sauc par FEilera grafu.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



10

Orienteta grafa virzits Eilera cikls - virzits cikls, kas satur katru

Skautni tiesi vienu reizi.

1.1. piemers.

o

=)
—————
- ~Sa /

3.52. attels. Eilera cikla piemers

1.4. teorema. I' = (V| E) - sakarigs un netrivials.

apgalvojumi ir ekvivalenti.
1. T ir Eilera grafs.
2. grafa I' katras virsotnes pakape ir para skaitlis.

PIERADIJUMS
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1. — 2.

Katra virsotné Eilera cikls ieiet un iziet vienadu skaitu reizu, tapec
katras virsotnes pakape ir para skaitlis.

2. —1.
Apskatisim garako kedi K = (v, e1,v1, ..., €1, v;), kas satur katru

Skautni ne vairak ka vienu reizi.

K garums ir maksimals = K satur visas skautnes, kas ir inci-
dentas ar v;.

vg # v; = pretruna, joV virsotnes parieSana pateré 2 skautnes,
d(v;) - para skaitlis, tatad nevar but, ka marsruts beidzas ar v; # vg.
Tatad K - cikls.

Ja K nav Eilera cikls, tad 3 skautne e, kas
e neieiet K,

e ir incidenta ar kadu K virsotni v;: e = {v;,w}, tas seko no
sakariguma, jo no jebkuras skautnes, kas neieiet K, var atrast

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



12

marsrutu lidz kadai K virsotnei, definasim e ka vienu no skaut-
nem, kas ir tuvu pie K.

K ir cikls, tapec keéde (w,e,v;,€iq1,..., V0, €1, ..., €;,v;) ir garaka
neka K - pretruna. B

1.5. teorema. Sakarigam grafam I' eksiste Eilera kede tad un tikai
tad, ja I' ir tiesi divas nepara virsotnes.

PIERADIJUMS Ja grafa I' eksiste Eilera kede, tad pievienojot
vienu papildus skautni no $is kedes sakuma lidz beigam, ieguisim Eilera
ciklu. Seko, ka sakotneja grafa I' tikai divam virsotném ir nepara
pakapes.

Ja grafa I' tikai divam virsotném ir nepara pakapes, tad pievieno-
jot vienu papildus skautni starp §im virsotném iegusim FEilera grafu.
Izmetot no Eilera cikla jauno skautni iegtusim Eilera kedi sakotneja
grafa I'. W
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1.1. piezime. Eilera ciklus un kédes pielieto olimpiazu uzdevumos,
kuros ir jaauzzimé kada figura ta, lai nekada linija nebutu parvilkta
vairak ka vienu reizi.

1.3. Hamiltona cikli

Grafa Hamiltona cikls - cikls, kas satur katru virsotni tiesi vienu
reizi (parklajosais cikls).

Grafa Hamiltona kéde - kede, kas satur katru virsotni tiesi vienu
reizi.

Ja grafa eksiste Hamiltona cikls, tad to sauc par Hamiltona grafu.

Par virzitu Hamiltona ciklu sauc virzitu ciklu, kas satur katru
virsotni tiesi vienu reizi.

1.2. piezime. 3.53 attela ir paradits Hamiltona cikls dodekaedra
grafa.
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3.53. attels. Hamiltona cikls dodekaedra grafa

Meklgjot Hamiltona ciklu var izmantot sadus vienkarsus novero-
jumus:

e ja virsotnes pakape ir 2, tad abas skautnes ir Hamiltona cikla,

e ja kadai virsotnei eksisté divas tai incidentas Skautnes, kuru
piedalisanas Hamiltona cikla ir pieradita, tad parejas incidentas
skautnes var tikt nodzestas.

e Hamiltona grafam nevar but Sarniri, tatad Hamiltona grafs ir
2-sakarigs.
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1.6. teorema. I' = (V| E) - (neorientets) grafs, |V| > 3, §(T") >
Tad I" ir Hamiltona grafs.

PIERADIJUMS T ir sakarigs, jo pretéja gadijuma mazakaja kom-
ponenté virsotnu pakapes butu lielakas neka komponentes virsotnu
skaits.

Pienemsim, ka virsotnu virkne K = (vo, ..., v) ir garaka kede grafa
T.

K - maksimala — visas virsotnes, kas ir savienotas ar vg vai v,
pieder virknei K —

e vismaz —-mo virsotném {vy, ..., vx_1} ir savienotas ar vy,

. Vi _ o
o vismaz —- virsotnem v; € {vg,...,vx—1} piemit sada ipasiba:

V41 Un vg ir savienotas.
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3.56. attels. Ilustracija teorémas 3.112. pieradijumam

vi Vi
. 2 2 . . . . . . .
pari) = saskana ar Dirihlé principu 3 virsotne v;, kas apmierina

abus nosacijumus.

V|>V]-1> ‘{vo, ...,fuk_l}’ (virsotne vy, vél paliek

Apskatisim kédl H = (1}0,Uj+1,1}j+27 ey Uy U5, V51,5 -eny ’Uo).

H Hamiltona cikls, tapec ka preteja gadijuma §is cikls varetu tikt
parveidots par kedi, kuras garums ir lielaks neka kedes K garums,
pievienojot Sim ciklam ar vienas Skautnes palidzibu kadu no kopas
V\{vo, ..., v} virsotném, vismaz viena §ada Skautne eksisté, ta ka
grafs T ir sakarigs (skatit 3.57.(b) attela) W
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\% \%
RN | VRN |
(a) (b)

3.57. attels. Ilustracija teoremas 3.112. pieradijumam

1.3. piezime. Hamiltona cikla meklesana ir gruts uzdevums, nav
zinami algoritmi, iznpemot visu variantu parmeklesanu.
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2. 11l.majasdarbs

2.1. Obligatie uzdevumi

11.1 Uzzimet fundamentalo ciklu sistémas piemeru sadiem grafiem:
(a) ciklam C,,
(b) pilnajam grafam Ky,
(¢) oktaedra grafam.

11.2 No stieples ir jaizloka dotas figuras ta, lai neviena linija netiktu
dubléta (stieples gabali var krustoties). Kads ir minimalais
stieples gabalu skaits, kas ir nepiecieSams, lai iegitu $adas figtiras:

(a) tetraedru,

(b) kubu,

(c) Davida zvaigzni,

(d) tabulu ar izmeriem 5 x 57

11.3 Noteikt, kuri no dotajiem grafiem ir Hamiltona grafi:

(a) K33,
(b) K2,47
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(c) K2z2p2,
(d) Petersena grafs.

11.4 Siera gabals ar izmeriem 3 x 3 x 3 ir sadalits mazakas dalas
ar izmeriem 1 x 1 x 1. Pele grauz sieru, katru dienu apedot
vienu no mazajiem gabaliem un parejot uz citu gabalu, kuram
ar apesto gabalu bija kopiga skaldne. Vai pele var grauzt sieru
ta, lai pedejais apestais gabals butu centra?

11.5 Orientétu grafu sauc par pilnu orientétu grafu, ja starp jebkuram
2 virsotném ir vismaz viena Skautne. Pieradit, ka jebkurs$ pilns
orientéts grafs satur orientetu Hamiltona kedi.

2.2. Paaugstinatas grutibas un péetnieciska rakstu-
ra uzdevumi

11.6 T' = (V, E) - (neorientéts) grafs. Marsrutus (vo, ..., vg) un
(wo, ..., wg) sauc par lidzigiem, ja eksiste f € Aut(T):

w; = f(v;),V 1.
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Marsrutu Iidziba ir ekvivalences attieciba. Atrast Hamiltona
ciklu ekvivalences klases visiem regularo daudzskaldnu grafiem.

11.7 Vai ir iespgjams izkartot skaitlus 0,1,2,...,9 pa apli ta, lai jeb-
kuru divu blakus stavosu skaitlu starpiba (absoluta vertiba)
biitu vienada ar 3,4 vai 5.
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