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Lekcijas merkis:
e apgiut koku teorijas pamatus.

Lekcijas kopsavilkums:
e kokiem piemit vairakas TpaSibas, kas tos atskir ko paréjiem gra-
fiem.

Svarigakie jedzieni: mezs, koks, parklajosais koks, koka orien-
tacija ar dotu sakni, koka orientacijas inducetais dalejais sakartojums,
pseidokoks, pseidomezs, orientets koks, binarais koks.

Svarigakie fakti un metodes: teorema par koka kriterijiem,
koku 1pasibas, parklajoso koku eksistence, orientetu koku 1pasibas.
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1. Koki

1.1. Neorientetie koki

1.1.1. Pamatfakti

Aciklisks grafs, mezs - grafs, kura nav apaksgrafu, kas ir izomorfi
cikliem.

Koks (A.Keli, A.Cayley) - sakarigs aciklisks grafu.

Grafa apaksgrafs, kas satur visas virsotnes un ir koks - grafa par-
klajosais koks.

Vienkarsakas koku Tpasibas:

e katra koka virsotne, kuras pakape ir lielaka neka 1, ir Sarnirs,
tadejadi kokiem k = 1 - ir vismaz viens Sarnirs;

e katra koka Skautne ir tilts, tadejadi kokiem A = 1;

e katra koka virsotne ir bloks,
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e katrs koks ir parklajosais koks attieciba uz sevi,
e katrs koks ir divdaligs;

e katram kokam ir virsotnes ar pakapi 1 - lapas.

W\M/MW
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3.41. attels. Visi koku izomorfisma tipi ar 7 virsotném
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1.1. teorema. I' = (V, E). Zemak dotie apgalvojumi ir ekvivalenti:
1. T - koks;
2. T - sakarigs grafs un |E| = |V| — 1;
3. T - aciklisks grafs un |E| = |V|—1;
4. grafa I' jebkuras divas virsotnes savieno tiesi viena kede;

5) I - aciklisks grafs, kuram pievienojot vienu jaunu skautni ieguist
grafu ar tiesi vienu ciklu.

PIERADIJUMS Pieradisim teoremu, izmantojot ciklisko pieradi-
Sanas tehniku. Ir japierada, ka (1) = (2) = (3) = (4) =
() = (1.

(1) = (2): indukciju ar parametru |V|.
Indukcijas baze. ja |V| = 1, tad izteikums ir acimredzams.

Indukcijas solis. Pienemsim, ka apgalvojums ir patiess visiem gra-
fiem, kuriem |V| < n, pieradisim, ka tad apgalvojums ir patiess
grafiem, kuriem |V| = n.
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V| =mn. Ja|V] > 1, tad V skautnei e grafs I' — e satur 2 kompo-
nentes - kokus (grafa I' nav ciklu) I'y; un I's.
Pienemsim, ka Sajas komponentés ir |V;| < n virsotnes un |E;]|
skautnes. Saskana ar induktivo pienemumu |E;| = |V;| -1 =

|E| = |Er|[+]E2[+1 = (Vi =1)+([Va|=1)+1 = (Vi [+[V2]) -1 = [V|-1.

(2) = (3): T ir sakarigs grafs un |E| = |V| — 1. Japierada, ka
grafa nav ciklu.

Pienemsim, ka 3 cikls, kas satur skautni e. Grafs I' — e ir sakarigs
un satur |V| — 2 skautnes. Tads grafs nevar but sakarigs, jo tam
Skautnu skaits ir par 2 mazaks neka virsotnu skaits.

(3) = (4): piepemsim, ka T ir aciklisks un |E| = |V| — 1.

Pienemsim, ka grafa komponensu skaits ir ¢ un i-tas komponentes
virsotpu un skautnu skaits ir |V;| un | E;|.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



V komponente ir koks = |E;| =|V;| -1 =
(&
Bl =S (Vi —1) = V| - c.
i=1
— ¢ =1 - grafs ir sakarigs. Ja eksistetu 2 virsotnes, kuras saista 2
dazadas kedes, tad eksistetu cikls.

(4) = (5): ja grafa T" butu cikls, tad eksisteétu divas dazadas
kedes, kas savienotu divas virsotnes. Ja, pievienojot vienu skautni,
iegtitu divus dazadus ciklus, tad sakotneja grafa starp attiecigajam
virsotném eksistetu divas dazadas kedes.

(5) = (1): pieradisim, ka grafs I ir sakarigs. Ja virsotnes u un
v piederétu 2 dazadam komponentem, tad, pievienojot skautni (u, v),
mes neiegutu ciklu. W

1.1. piezime. Kokus var zimet sados veidos:

1. ka planaru grafu, akcent€jot svarigus invariantus, piemeéram,
diametru,
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2. ka saknpotu koku, apaksgjo virsotni sauc par sakni (sakni biezi
ZIME augsa).

1.1.2. Ipasibas

1.2. teorema.

1. Ja sakarigam grafam ar n virsotnem ir vismaz n Skautnes, tad
tas satur ciklu - nav koks.

2. Koka ir vismaz 2 virsotnes ar pakapi 1.

3. Koka jebkuram tris virsotném a, b, ¢ kédem (a, b), (a, c) un (b, c)
ir tiesi viena kopiga virsotne.

PIERADIJUMS
1. Seko no koka skautnu skaita 1pasibas.

2. Pienemsim, ka |V (T')| = |V/| virsotnes. Ta ka

> dw)=2([V]-1) <2V,
veV(T)
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tad vismaz 2 saskaitamie kreisaja puse ir vienadi ar 1.

3. Uzzimet koku ka saknotu koku ar a ka sakni, apskatit visus
gadijumus. W

1.3. teorema. Koka centrs satur 1 vai 2 virsotnes.

PIERADIJUMS Pienemsim, ka grafs satur vismaz 3 virsotnes.
Saksim izdzeést virsotnes ar pakapi 1 sada veida:
1. sakotngja grafa I' izdzesisim visas virsotnes ar pakapi 1, ieglisim
grafu I'y: Z(Ty) = Z(T);
2. grafa I'y izdzesisim visas virsotnes ar pakapi 1, ieglsim grafu
Ty: Z(T9) =Z(T) = Z(T);
3. ..

Péc galiga solu skaita iegtisim trivialo grafu vai Ky, kuriem centrs
satur vienu vai divas virsotnes. Bl
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3.42. attels. Ilustracija teoremas par koka centru pieradijjumam

1.4. teorema. Katrs koks ir divdaligs grafs.

PIERADIJUMS Patstavigs darbs vai diskusija. B

1.1.3. Koku orientesana

T - koks, v € V(T).

Par T orientaciju ar sakni v sauc orientetu grafu (7T,), kuru iegtist
no 7T sada veida:
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1. defingjam N; = {w € V(T)|dist(w,v) = i},

e
2. V gkautnei a — b, kur @ € N;, b € N;y1, pieskirsim virzienu
a —b.

1.2. piezime. Izveloties sakni v € V(T'), orientacija T, tiek noteikta
viennozimigi.

T, definé kopa V(T') attiecibu < - T,-koka sakartojumu, $ada
veida: uv < w <= d orienteta kede orientétaja koka T, no u uz
w.

1.3. piezime. u < w, ja u ir "zemak” saknotaja koka neka w.

1.5. teorema. Attieciba < ir daléjs sakartojums koka virsotnu kopa.

PIERADIJUMS Japarbauda, ka attieciba < ir refleksiva, anti-
simetriska un tranzitiva.
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1. refleksivitate - u < u - acimredzami.

2. antisimetrija - u < v V v <u = u = v. Ja elementi u
un v ir salidzinami abas kartibas, tad tie ir viena kédeé un viena
IIment — u = v.

e u<wv . .
3. tranzitivitate - v < w — u < w. Elementi u, v un w ir
viena kede, kura u ir minimalais elements un w - maksimalais.
|
Definésim

T(u) = {w e V(T)‘w > u),

T (u) = {we V(T)‘w < u).

1.4. piezime. Sakne ir minimalais elements, lapas ir maksimalie ele-
menti, V virsotnei u inducétais apaksgrafs ar virsotnu kopu 7! (u)
ir orienteta kede.
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1.2. Parklajosie koki

1.2.1. Parklajosa koka eksistence
1.6. teorema.
1. Katram sakarigam grafam eksiste parklajosais koks.

2. Katrs parklajosais koks satur katru tiltu.

PIERADIJUMS

1. Ja grafs I' = (V, E) sakotneji nav koks, tad pakapeniski pa
vienai izdzesisim Skautnes, kas ieiet ciklos, katra soli izdzesot jebkuru
no skautnem, kas piedalas kada no cikliem.

Ta ka neviena $ada Skautne nevar but tilts, tad tas izdzeSana
nepadara grafu par nesakarigu.

Katra sada skautnes izdzesanas operacija virsotnu skaits nemainas,
bet skautnu skaits samazinas par 1.
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Péc galiga skaita solu mes iegiisim sakarigu grafu IV, kuram skautnu

skaits ir |V| — 1. IV < T, I satur visas virsotnes un ir koks.

2. 1

Grafa dazado parklajoso koku skaits ir ta invariants - grafa komp-
leksitate.

1.2.2. Attalumu un normalie parklajosie koki

I' apaksgrafu - koku T, ar sakni v sauc par v-attalumu koku, ja
YweV(T,):
distr (v, w) = distr, (v, w).
I' apaksgrafu - koku T, ar sakni v sauc par v-normalu koku, ja
ur~rw, u,w€e€V(T,) = u<rw V w<ru

(salidzinasana ir T,,-koka sakartojuma).
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1.7. teorema. I - sakarigs grafs. Tad Vv € V(I') 3
1. parklajoss v-attalumu koks,

2. parklajoss v-normals koks ar sakni.

PIERADIJUMS Netiek dots.
[ |

1.2.3. Citi parklajosie koki ar noteiktam 1pasibam
Tiek petiti art parklajosie koki ar sadam 1pasibam:
e ar maksimalu/minimalu lapu skaitu;
e ar maksimalu/minimalu lapu diametru;

e ar maksimalas virsotnes pakapes ierobezojumu.
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1.3. Orienteti un binari koki

1.3.1. Orienteti koki

Orientetu grafu sauksim par orientétu koku (orientétu saknotu
koku), ja izpildas sadi nosacijumi:
1) eksisté viena virsotne (sakne), kuras pozitiva puspakape ir vie-
nada ar 0O;
2) visu pargjo virsotyu pozitiva puspakape ir vienada ar 1;

3) eksiste tiesi viena virzita kede no saknes uz jebkuru citu virsotni.

1.1. piemers. 3.43.attela ir doti orientetu koku piemeri.

—

(a) (b)
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3.43. attéls. Orientétu koku piemeri

1.8. teorema. Orientétiem kokiem piemit $adas Tpasibas:
1) aizmirstot skautnu orientaciju orientétaja koka, iegist koku;
2) inducetais apaksgrafs, kura virsotnu kopa ir vienada ar to vir-
sotnu kopu, kuras ir sasniedzamas no kadas fiksétas virsotnes v,
ir orientets koks ar sakni v;

3) jair dots (neorientéts) koks, tad, izvéloties jebkuru virsotni par
sakni, var viennozimigi konstruét orientetu koku.

PIERADIJUMS Patstavigs darbs vai diskusija. H

Orienteto koku teorija tradicionali tiek pielietota botaniskas vai
genealogiskas izcelsmes terminologija.

Orienteta koka virsotne ar negativo puspakapi 0 - lapa.
Keéde no saknes Iidz lapai - zars.

Sakni zTme vai nu apaksa vai augsa.
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1.3.2. Binarie koki
Binarie koki ir orienteto koku specialgadijums. Parasti binarajiem
kokiem sakni zime augsa.
Binars koks ir orientets koks, kura
e katrai virsotnei ir ne vairak ka 2 deli,

e katras virsotnes delu kopa ir dota funkcija uz divu elementu
kopu {kreisais (jaunakais), labais (vecakais)} (citiem vardiem
sakot, ir noteikts, kads dels ir kreisais (jaunakais) un kads -
labais (vecakais)).
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(a) (b)

3.46. attels. Binaru koku piemeri

1.4. Pseidokoki

1.4.1. Definicijas

Neorientetu grafu ar sauksim par neorientétu pseidokoku, ja:
1. tas ir sakarigs;

2. tam ir ne vairak ka viens cikls.

Neorientetu grafu sauksim par neorientétu pseidomezu, ja katra
sakaribas komponente ir pseidokoks.
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Orientetu grafu sauksim par orientétu pseidokoku, ja
1. atbilstoSais neorientétais grafs ir neorientetais pseidokoks;
2. cikls ir orientets viena virziena;

3. V saknotais koks ar sakni - cikla virsotni, ir orientéts virziena
uz sakni;

4. ja neorientetaja grafa nav cikla, tad sakne ir viena virsotne ar
cilpu.

Ekvivalenta definicija: d_(v) =1V v € V.

Orienteéts pseidomezs ir orientets grafs, kura katra vajas sakaribas
komponente ir orientets pseidokoks.

1.4.2. Pielietojumi

1.9. teorema. A - galiga kopa. f : A — A funkcija. Tad f
funkcionalais grafs ir orientets pseidomezs.
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PIERADIJUMS Izmantojam definiciju d_(v) = 1V v € V. Patstavigs
darbs vai diskusija. B

1.5. Koku skaitisana

Grafus var skaitit vismaz 2 veidos:

1. ar fiksetu virsotnu kopu, izomorfi grafi var tikt skaititi vairakas
reizes, teiksim, ka tiek skaititi grafi ar iezimétam virsotném, tas
ir vieglak;

2. katra izomorfisma klase tiek skaitita vienu reizi, teiksim, ka tiek
skaititi grafi ar neiezimétam virsotném, tas ir grutak.

1.10. teorema. (Cayley, Joyal) (Neorientetu) koku ar n iezimetam

virsotnem skaits ar n" 2.

PIERADIJUMS Pieradijums griits, pilniga netiek dots. Teoremas
pieradijuma ideja balstas uz funkcijas uzdosanu orienteta pseidokoka
veida. Tiek izmantota skaitiSana ar bijekcijas palidzibu.
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Fiksesim skaitamo koku virsotyu kopu V = {1,...,n}.
Apskatisim V endofunkcijas (funkcijas sevi). Sadu funkciju skaits
ir vienads ar n™ un katrai funkcijai f : V' — V var piekartot psei-

domezu - orientétu grafu I'(f) ar virsotnu kopu V, kuram skautnes ir
forma (1, f()).

Var atrast bijekciju ¢ starp V' endofunkciju kopu Z (V') un kopu
V xV xT(V), kur T(V) - neorientetu koku kopa ar virsotnu kopu V/
- tas ir GRUTL
Funkcija ¢ ir bijektiva —
[V xVxTV)| = V][V |T(V)] = |Z2(V)]|

= n?|T(V)| = n". legilistam, ka visu koku skaits ar n virsotnem ir
vienads ar n" 2.1

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



2.

2.1.

10.1
10.2

10.3

10.4

10.5

10.6

24
10.majasdarbs

Obligatie uzdevumi

Pieradit, ka ja T ir koks ar vismaz 5 virsotném, tad I’ nav koks.

Pieradit, ka kokam T eksisté vismaz A(T) lapas. Konstruet
koku T, kuram lapu skaits ir vienads ar A(T).

Pieradit, ka jebkurs koka automorfisms fikse vainu vismaz vienu
virsotni vai vismaz vienu skautni.

Starp visiem kokiem ar 7 virsotném atrast koku ar minimalo un
maksimalo automorfismu grupu. To pasu izdarit ar kokiem ar 8
virsotnem.

(a) ciklam C,

(b) kuba grafam.

Volejbola tiklam ir taisnsturveida rutinas, ta izmeri ir 40 x 500.
Kads ir maksimalais virvisu skaits, kuras var pargriezt ta, lai
tikls nesadalitos divas dalas?
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2.2. Paaugstinatas griitibas un petnieciska rakstu-
ra uzdevumi
10.7 Pieradit, ka katru neorientétu sakarigu grafu, kuram katras vir-

sotnes pakape ir para skaitlis, var orientét ta, lai tam buitu viena
stipri sakariga komponente.

10.8 Atrodiet visus automorfismus katrai no koku izomorfisma klasem
ar 8 virsotnem.

10.9 Kads ir maksimalais virsotnu skaits kokam ar diametru d un
maksimalo virsotnes pakapi A?
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