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Svarigakie jedzieni: diskreta matematika, kombinatorika, skai-
tamo objektu kodesana, skaitosa funkcija, veidotajfunkcija.

Svarigakie fakti un metodes: rekursijas likums, summas likums,
reizinasanas likums, dalisanas likums, vienlieluma likums, skaitisana
izmantojot papildinajumu, skaitisana divos dazados veidos, Dirihle
princips.
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1. Diskreta matematika un tas apaksno-
zares

1.1. Definicija

Diskréta matematika (galiga matematika, finite mathematics) ir
matematikas apaksnozare, kas peta matematiskus objektus, kas pec
savas dabas ir diskreti. Diskretaja matematika nav nepiecieSami tadi
jedzieni ka robeza un nepartrauktiba.

Diskretaja matematika petamo objektu piemeri:
o veselie skaitli,
e kopas (dazadu objektu sakopojumi),

e grafi,

diskreti geometriski objekti,

formalas valodas.
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Klasiska(nepartraukta) matematika visbiezak nodarbojas ar ” glu-
diem”, nepartrauktiem objektiem, piemeram, realiem skaitlim, geo-
metriskam figiram un nepartrauktam funkcijam.

Nepartraukta un diskreta matematika sava starpa ir saistitas. Pie-
meram, nepartrauktas funkcijas maksimumu kopa var but diskreta.

1.2.

Diskretas matematikas apaksSnozares

Mausdienas diskreta matematika sastav no sadam apaksnozarem:

logika (maciba par pareizu secinajumu veiksanu),

kopu, attelojumu un attiecibu teorija,

veselo skaitlu teorijas dala,

kombinatorika (parskaitosa kombinatorika, dizainu teorija),
grafu teorija,

algoritmu teorija (maciba par algoritmiem jeb aprékinu meto-
dem),
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e informacijas teorija,
e diskréta geometrija,

e aprekinamibas un kompleksitates teorija (maciba par skait]o-
Sanas un algoritmu teoretiskajiem un praktiskajiem ierobezoju-
miem),

e diskreta varbuitibu teorija.

Diskretas matematikas nodalas, kas tiks apskatitas saja kursa:
e kombinatorika,

e grafu teorija.
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2. Kombinatorikas pamati

2.1. Ievads

Kombinatorika (no latipu valodas saknes ar nozimi ” apvieno$ana’)
- matematikas nozare, kas nodarbojas ar saliktu diskretas dabas ob-
jektu (kopu elementu, apakskopu, virknu u.c.)

e kvantitativu analizi, klasifikaciju un it seviski skaitiSanu,

e visparigam skaitisanas metodem un likumsakaribam.

Matematika skaitiSanu parasti saprot ka empiriska, fizikala skaiti-
Sanas procesa paatrinasanu ar matematiskam metodem -
e relativi atri aprékinamu formulu vai

e atrakas darbibas algoritmu iegusanu.

Tipisks kombinatorikas uzdevums ir skaitit noteikta veida objek-
tus, kas tiek kvantitativi raksturoti ar vienu vai varakiem paramet-
riem, kas ir veseli skaitli.
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Sada gadijuma atbilde ir vairak vai mazak izsmelosa informacija
par objektu skaitu -

slegta formula elementaras funkcijas veida,

aprekinasanas formula galigas summas vai reizinajuma veida,
asimptotiska formula,

objektu skaita aprekinasanas algoritms,

matematiskas Tpasibas u.c.

Par kombinatorikas sastavdalu uzskata art

diskrétas matematikas formulu vienkarsosanu,

speciala veida diskretu objektu analizi, konstruesanu vai eksis-
tences pieradisanu,

diskretu objektu konstruesanu ar optimalam Tpasibam,

skaitiSanas rezultatu izmantoSanu matematisku izteikumu pie-
radijumos.
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Kombinatorikas pirmsakumi ir meklejami seno laiku un agro vidus-
laiku matematiku darbos, bet art musdienas kombinatorika ir aktivas
petnieciskas darbibas arena ar daudzam interesantam neatrisinatam
problemam.

Dazos pedejos gadu desmitos kombinatorika tiek plasi pielietota
biologija.

2.1. piemeérs. Ir dots veselu skaitlu masivs (a1, ...,a1000). Risinot
kadu uzdevumu, algoritma tiek pieprasits apskatit visus iespejamos
sakartotos parus (a;,a;). Cik laika tam ir nepieciesams, ja viena para
apstradasana aiznem 1 sekundi? Cik atminas bus vajadzigs visu paru
saglabasanai, ja katrs skaitlis aiznem 1 baitu?
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2.2. Kombinatorikas pamatprincipi

2.2.1. Skaitamo objektu kodesana
Jebkura kombinatorikas uzdevuma risinasana sastav no diviem
svarigiem soliem:
1) skaitamo objektu uzdosanas (kodésanas, parametrizésanas) értos
matematiskos terminos;

2) kombinatorikas metozu pielietosanas uzdevuma atrisinasanai.

Parasti kombinatorikas objekti var tikt uzdoti vienkarsos diskrétas
vai nepartrauktas matematikas terminos ka

e virknes fikseta alfabeta,
e apakskopas ar noteiktam Ipasibam fikseta kopa.
e funkcijas (piemeram, permutacijas),

e grafi,

grafu apakstruktiiras (pieméram, marsruti vai cikli).
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Pareiza skaitamo objektu kodésana ir svarigs un biezi vien pat kri-
tisks solis uzdevuma atrisinasana. Petamo objektu kodesana var tikt
veikta dazados veidos, lai atrisinatu uzdevumu, ir jaizvelas pietiekosi
erts kodesanas veids.

2.2. piemers. Binaru virkni var interpretet ka vismaz 2 dazadu
objektu kodu.

e Apakskopa. To var interpretet ka apakskopas bitu vektoru.

e Trajektorija. Ja ir dots marsruts plakné no punkta (0,0) lidz
punktam (m,n) ar atlautiem soliem z = (1,0) un y = (0,1)
veida $1...8m4n, tad piekartosim tam binaru virkni (21, ..., Zm4n),
kur z; =1,jas; =z un z; =0, ja s; = y.

2.2.2. Skaitamo lielumu un skaitiSsanas rezultatu paramet-
rizeSana

Skaitamie objekti parasti ir atkarigi no viena vai vairakiem disk-
retiem parametriem, kas pienem vertibas sanumurejama kopa.
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Tadejadi kombinatorika tiek petitas veselas objektu saimes un to
skaitosas funkcijas, kas ir atkarigas no Sos objektus raksturojosiem
parametriem.

2.3. piemeérs. f(n) - virknu ar garumu n skaits.

Kombinatorikas uzdevumi var but saistiti gan ar tadu objektu
skaitisanu, kuru sastavdalas - atomi tiek kodetas ka ”iezimetas”, gan
ar1 ar objektiem, kuru sastavdalas nav atskiramas - "neiezimeétas”.

2.2.3. Veidotajfunkcijas

Kombinatoriska uzdevuma skaitosajai virknei { f(n)},>n, var pie-
kartot kadu citu objektu F', kas saturetu visu informaciju par virkni
integreta veida. Nereti objektu F' ir vieglak atrast neka virknes ele-
mentus f(n) = fn.

Plasi izplatita kombinatorikas metode, kura ir realizeta s ideja, ir
veidotajfunkciju metode:

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



14

e izmantojot informaciju par skaitoso virkni, tai tiek piekartota
funkciju rinda, kuru biezi var identificét ar elementaru funkciju,

e tiek petita §1 jaunizveidota funkciju rinda - veidotajfunkcija un
secinajumi tiek attiecinati uz virknes locekliem.

Veidotajfunkciju pétisana parasti ir saistita ar algebras un mate-
matiskas analizes tehnikas pielietoSanu, un virknes loceklu atrasana
tiek reduceta uz algebrisku vienadojumu vai diferencialvienadojumu
risinasanu.

Ja ir dota skaitlu virkne {a, }n>n, (pieméram, kadas diskréetu ob-
jektu klases {A,} skaitosa funkcija), tad

[e.e]
e formalu pakapju rindu A(z) = > apz™ sauksim par virknei
n=no

atbilstoso veidotajfunkciju

x a
e formalu pakapju rindu Aegp(z) = > —Tm" sauksim par vir-
n!

n=no
knes eksponencialo veidotajfunkciju.
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Kombinatorikas uzdevumu risinasana, izmantojot veidotajfunkci-
jas, parasti notiek pec sada algoritma:

1) uzdevuma nosactjumi tiek parveidoti nosactjumos, kurus apmie-
rina veidotajfunkcijas;

2) tiek atrastas veidotajfunkcijas vai izdariti iespejamie secinajumi
par to dabu;

3) izmantojot Teilora rindu teoriju, tiek atrasti veidotajfunkciju
koeficienti.

Var redzet, ka veidotajfunkcija A(x) var tikt interpretéta ka Teilora
rinda punkta x = 0 apkartné. Ja ir iespgjams, veidotajfunkciju ir
jameégina pierakstit elementaras funkcijas veida.

Atgadinasim, ka, ja f(z) ir bezgaligi daudzas reizes atvasinama
funkcija un kada punkta x = 0 apkartné var tikt izvirzita pakapju

rinda
f™(0)

n!

flx) = Zanaj" = a, =
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Izmantojot Teilora rindu teoriju virknes veidotajfunkciju var iden-
tificet ar tas kompakto pierakstu elementaras funkcijas veida.

2.4. piemeérs. Virknes (1,1,1,1,...) veidotajfunkcija ir
1
1—x

Alz)=14z+22+.. =

2.3. Elementaras skaitiSanas metodes

2.3.1. Rekursijas (skaldi un valdi!) likums

Risinot kombinatorikas uzdevumus, ir lietderigi sadalit skaitamos
objektus mazakas dalas, atkartojot So soli vairakas reizes, kamer skai-
tisanas uzdevums klust loti vienkarss.

Skaitamo objektu dalisana mazakas dalas var tikt veikta dazados
veidos:
e sadalot objektu dalas pec to strukturalam ipasibam;
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e atmetot vienu simbolu virknes gala vai kada noteikta vieta,
ja skaitamie objekti ir iekodeti ka virknes (izdalita elementa
metode)

Plasi izplatits §1 principa pielietoSanas piemers ir rekurento sa-
kartbu metode - skaitosas virknes elementu izsakam ka funkciju no
ieprieksejiem elementiem:

f(n) = R(f(n—=1),f(n=2),..).

2.3.2. Summas likums
JaA=A1UAy un Ay N Ay = @, tad
|A] = |A1] + |A2].
—~ =~ =~

gruti viegli  viegli

So likumu izmanto, ja skaitamo objektu kopu var sadalit vairakas
skirtas dalas, katra no kuram Sos objektus var skaitit neatkarigi un,
iespejams, pat ar dazadam metodem.
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Summas likumu var visparinat arT uz vairaku skirtu kopu apvieno-
juma gadijumu: ja A = Ay UAU...UA, un A; N A; = @ visiem
1 # j, tad

n
Al = AL + Ag| + ..+ |An] =D |A4].
i=1
2.5. piemérs. Ja no pilsétas A var aizbraukt uz pilsetu B caur
pilsetam C vai D N¢ vai Np veidos, tad kopéjais celu skaits no A uz
B ir vienads ar N¢ + Np.

Pielietojot summas likumu, var sastapties ar dazadiem iespejamo
variantu skaita sadalfjumiem:
1) varianti var but sadaliti ”vienmerigi” pa kopam A;;
2) dazas kopas A; ir jauzskata par Ipasiem specialgadijumiem, kuros
variantu skaits ir biitiski mazaks neka citas kopas.
Ir uzdevumi, kuros elementi dazadas kopas ir jaskaita ar dazadam

metodém. Var bt arl nepiecieSams pielietot summas likumu vairakas
reizes viena uzdevuma risinaSanas gaita.
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2.3.3. ReizinasSanas likums

Ja A= DB x C, tad

|Al = [B| - |C] .
—~ ~ ~~

gruti viegli  viegli

So likumu izmanto, ja skaitamos objektus var uzdot ka virknes,
kuru elementi var tikt skaititi pectecigi un neatkarigi viens no otra.

Kopas B un C var but gan fiksétas, gan arl atkarigas viena no
otras. Svarigi ir tas, lai visiem kopas B elementiem atbilstu vienads

skaits kopas C' elementu un otradi.

Reizinasanas likumu var visparinat ari uz vairaku kopu tiesa rei-
zinajuma gadijumu: ja A = A; x As X ... X A,, tad

Al = [A1] x [Ag| x ... x |An| = ] 14i].
=1
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2.6. piemers. Pienemsim, ka visi celi no A uz B iet caur C. Ja no
A uz C var aizbraukt Nyc veidos un no C uz B var aizbraukt Ngop
veidos, tad no A uz C' var aizbraukt Nac X Nop veidos, jo katru celu
no A uz C var uzdot ka sakartotu elementu pari (u,v), kur v ir celg
no A uz C un v ir cel§ no C uz B.

2.3.4. Dalisanas likums
Ja kopa A ir sadalita péc elementu skaita vienadas m elementus
lielas apakskopas, tad sadu apakskopu skaits ir vienads ar
]
—
So likumu izmanto, ja

e skaitamo objektu kopu var sadalit vienada un zinama lieluma
apakskopas, kuru skaitu var noteikt relativi viegli,

e ir jaatrod apakskopu skaits, ja ir zinams kopeéjais elementu skaits
un skaits katra apakskopa.
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2.3.5. Vienlieluma likums
Ja eksisté bijektiva funkcija A — B, tad
Al = |B] .
—  ~~
gruti viegli

So likumu izmanto, ja dotaja kopa A ir griiti saskaitit elementus, bet
eksiste un ir viegli redzama kada cita kopa B, kuras elementus ir
iespejams relativi viegli saskaitit, un bijektiva funkcija, kas saista A
un B.

Vienlieluma likumu sauksim ar1 par skaitiSanu ar bijekcijas pali-
dzibu.

Pielietojot So metodi, ir iespejami sadi gadijumi:

1) kopa B pec savas dabas butiski atskiras no kopas A, tadejadi
kopas B ievieSsana biitiski izmaina uzdevuma risinasanas gaitu
(apakskopas un bitu vektori);
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2) kopa B atskiras no kopas A ar tadam detalam, kas tikai palidz
atrisinat uzdevumu, neizmainot to butiski (vieninieka atmesana
komporzicijas virknes gala);

3) So metodi var pielietot arT ”ieksgji”: skaitamo elementu kopu
sadalit vairakas apakskopas, starp kuram ir bijekcijas, tad skaitit
elementus tajas apakskopas, kuras tas ir vieglak izdarams.

2.7. piemers. Pienemsim, ka katram studentam pieder tiesi viena
cepure. Lai saskaititu studentus, pietiek saskaitit to cepures, un
otradi, lai saskaititu cepures, pietiek saskaitit studentus.

Vienlieluma likumu visparinat, ja ir dota patvaliga funkcija f :
A— B.

2.1. teorema. Ja A un B ir galigas kopas un f ir funkcija no A uz
B, tad

1) f ir injektiva funkcija = |A| < |B|,

2) f ir sirjektiva funkcija = |A| > |B],
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3) f ir bijektiva funkcija = |A| = |B].
PIERADIJUMS Visi apgalvojumi seko no funkciju specialgadijumu
definicijam.®
2.3.6. Skaitisana izmantojot papildinajumu (atyemsanas li-
kums)

So metodi izmanto, ja ir vieglak noteikt elementu skaitu sakotngjas
kopas papildinajuma un universa neka sakotneja kopa, kuras elemen-
tus ir uzdots saskaitit. Apzimeésim universu ar U, tad

U=AU(U\A),[U| = [A] + |U\A|

un
Al = [U| —|U\A|.
~—~ ~— —
gruti viegli viegli

Ja kopa A tiek definéta ar kadu nosacijumu P, tad kopa U\ A tiek
defineta ar nosacijumu —P un So kopu elementu skaitiSsanas griitibas
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pakapes var but dazadas.

2.8. piemers. Cik ir divu dazadu elementu virkpu (sakartotu paru)
kopa, kas satur 10 elementus. Saskana ar reizinasanas likumu ir
10 - 10 dazadu sakartotu paru, no kuriem 10 paros abi elementi ir
vienadi. Sakartota elementu pari elementi var but vai nu vienadi, vai
arl dazadi, tapec paru skaits ar dazadiem elementiem ir vienads ar

100 — 10 = 90.

2.9. piemers. Ir dota pilseta, kuras pasvaldiba plano uzsakt ielu
remontu. Ir zinams, ka 98% ielu ir jaremonte. Ka uzdot remontéjamas
ielas? Acimredzams risinajums ir $ads: parskaitit ielas, kuras NAV
jaremonte.

2.3.7. SkaitiSana divos dazados veidos

Skaitot vienas galigas kopas elementus divos vai vairak veidos, at-
bilde, protams, ir viena un ta pati, bet ta var but izteikta un inter-
preteta dazados veidos, kurus analizéjot var iegtut interesantus kom-
binatoriskus rezultatus.

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



25

Par So metodi var domat arT ka par saskaitamo kartibas mainu
sumima.

2.10. piemers.
Skaitlu tabulas elementu summu var atrast divos veidos:

e no sakuma saskaitit skaitlu summu katra rinda, péc tam atrast
visu sadi ieglito skaitlu (katras rindas loceklu summu) summu;

e no sakuma saskaittt skaitlu summu katra kolonna, pec tam atrast
visu §adi ieglito skaitlu (katras kolonnas loceklu summu) summu.

Ir skaidrs, ka abi panémieni dos vienu rezultatu, jo summa nemainas,
ja saskaitamos maina vietam.

2.3.8. Dirihle princips
Risinot dazadus kombinatorikas uzdevumus, nereti nakas noteikt,

cik daudzi no apskatamajiem objektiem apmierina kadu 1pasibu.

St uzdevuma atrisinasanai ir lietderigi domat par doto Ipasibu ka
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par objektu ievietosanu kastes vai ka par objektu kopas attelosanu uz
1pasibas vertibu kopu.

Sada interpretacija objektu skaits ar doto Ipadibu ir vienads ar to
skaitu atbilstosaja kasté vai ar atbilstosas 1pasibas vertibas inversa
attela elementu skaitu.

Atbilstoso kombinatorikas principu, kas lauj novertet objektu skaitu
ar doto Ipasibu, sauksim par Dirihlé principu (par godu matematikim
L.Dirihle).

Dirihlé princips (”balozu buru princips”):

e vienkarsakaja (klasiskaja) forma - sadalot n + 1 elementus lielu
kopu n apakskopas, vismaz viena apakskopa satur vismaz divus
elementus (saliekot n + 1 balozus n biuros, vismaz viena burf ir
vismaz divi balozi);

e klasiska forma izmantojot funkcijas - funkcija non+1 elementus
lielas kopas uz n elementus lielu kopu nevar biit injektiva;
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e da]veida forma - sadalot m elementus lielu kopu k apakskopas,
vismaz viena apakskopa satur vismaz [7'] elementus, kur ||
ir skaitla x 7griesti” (mazakais veselais skaitlis, kas nav mazaks
ka x);

e bezgaligaja forma - sadalot bezgaligu kopu galiga skaita apaks-
kopas, vismaz viena apakskopa biis bezgaliga.

Dirihle principu izmanto gan kombinatorika, gan geometrija.

2.11. piemers. Jebkuru astonu cilveku kolektiva ir divi, kas ir
dzimusi viena nedelas diena.

Jebkura 25 cilveku grupa eksiste 4 cilveki, kas ir dzimusi viena
nedelas diena.

Ja kvadrata ar malas garumu 2 tiek ievietoti 5 punkti, tad vismaz
divi no tiem atrodas attaluma ne mazak ka v/2 viens no otra.
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1.majasdarbs

Obligatie majasdarbi

Izteikt doto virkpu veidotajfunkcijas Y anz™ elementaru fun-
n>ngo
kciju veida:

(a) ap=—n>1,

—3 =

(b) an=—n =0,
n!
(¢) anp =sin(wn),n >0, w € R.
Cik veidos uz Saha galdina var izvietot divus dazadu krasu ka-
ralus ta, lai tie neapdraudétu viens otru?
Studentu grupa, kura ir 41 cilveks, nokartoja sesiju, kura bija
tr1s eksameni. Visi studenti sanéma atzimes 4, 5 vai 6. Pieradit,
ka vismaz pieci studenti nokartoja sesiju ar vienadam atzimem.
Kada eksamena jautajumi ir sadaliti 4 grupas, katra grupa ir
30 jautajumi. Eksamena bilete ir pa divi jautdjumi no katras
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grupas. Cik dazadu eksamena bilesu ir iespgjams sastadit?

1.5 Virkni (aq, ..., an) sauc par palindromu, ja

n
1 = G, 02 = Gp_1, .., 0k = Ap_ky1; VE: 1<k < {5}

Cik palindromu var izveidot no n-multikopas elementiem?

3.2. Paaugstinatas griitibas un péetnieciska rakstu-
ra uzdevumi
1.6 Pieradit, ka katra dazadu realu skaitlu virkne ar garumu n? + 1

satur vai nu augoSu virkni ar garumu n, vai arT dilstosu virkni
ar garumu 7.

1.7 Kadam m skaitlis C]* piegem maksimalo iespejamo vertibu, ja
n ir fiksets?
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