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Maǧistra studiju programma “Matemātika”
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2

Saturs
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1. Diskrētā matemātika un tās apakšno-
zares

1.1. Defin̄ıcija

Diskrētā matemātika (gal̄ıgā matemātika, finite mathematics) ir
matemātikas apakšnozare, kas pēta matemātiskus objektus, kas pēc
savas dabas ir diskrēti. Diskrētajā matemātikā nav nepieciešami tādi
jēdzieni kā robeža un nepārtraukt̄ıba.

Diskrētajā matemātikā pētāmo objektu piemēri:
• veselie skaitļi,

• kopas (dažādu objektu sakopojumi),

• grafi,

• diskrēti ǧeometriski objekti,

• formālās valodas.
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Klasiskā(nepārtrauktā) matemātika visbiežāk nodarbojas ar ”glu-
diem”, nepārtrauktiem objektiem, piemēram, reāliem skaitļim, ǧeo-
metriskām figūrām un nepārtrauktām funkcijām.

Nepārtrauktā un diskrētā matemātika savā starpā ir saist̄ıtas. Pie-
mēram, nepārtrauktas funkcijas maksimumu kopa var būt diskrēta.

1.2. Diskrētās matemātikas apakšnozares

Mūsdienās diskrētā matemātika sastāv no šādām apakšnozarēm:
• loǧika (māc̄ıba par pareizu secinājumu veikšanu),

• kopu, attēlojumu un attiec̄ıbu teorija,

• veselo skaitļu teorijas daļa,

• kombinatorika (pārskaitošā kombinatorika, dizainu teorija),

• grafu teorija,

• algoritmu teorija (māc̄ıba par algoritmiem jeb aprēķinu meto-
dēm),
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• informācijas teorija,

• diskrētā ǧeometrija,

• aprēķināmı̄bas un kompleksitātes teorija (māc̄ıba par skaitļo-
šanas un algoritmu teorētiskajiem un praktiskajiem ierobežoju-
miem),

• diskrētā varbūt̄ıbu teorija.

Diskrētās matemātikas nodaļas, kas tiks apskat̄ıtas šajā kursā:
• kombinatorika,

• grafu teorija.
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2. Kombinatorikas pamati

2.1. Ievads

Kombinatorika (no lat̄ıņu valodas saknes ar noz̄ımi ”apvienošana”)
- matemātikas nozare, kas nodarbojas ar saliktu diskrētas dabas ob-
jektu (kopu elementu, apakškopu, virkņu u.c.)

• kvantitat̄ıvu anal̄ızi, klasifikāciju un it sevǐsķi skait̄ı̌sanu,

• vispār̄ıgām skait̄ı̌sanas metodēm un likumsakar̄ıbām.

Matemātikā skait̄ı̌sanu parasti saprot kā emp̄ıriskā, fizikālā skait̄ı-
šanas procesa paātrināšanu ar matemātiskām metodēm -

• relat̄ıvi ātri aprēķināmu formulu vai

• ātrākas darb̄ıbas algoritmu iegūšanu.

Tipisks kombinatorikas uzdevums ir skait̄ıt noteikta veida objek-
tus, kas tiek kvantitat̄ıvi raksturoti ar vienu vai varākiem paramet-
riem, kas ir veseli skaitļi.
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Šādā gad̄ıjumā atbilde ir vairāk vai mazāk izsmeļoša informācija
par objektu skaitu -

• slēgta formula elementāras funkcijas veidā,

• aprēķināšanas formula gal̄ıgas summas vai reizinājuma veidā,

• asimptotiska formula,

• objektu skaita aprēķināšanas algoritms,

• matemātiskās ı̄paš̄ıbas u.c.

Par kombinatorikas sastāvdaļu uzskata ar̄ı
• diskrētās matemātikas formulu vienkāršošanu,

• speciāla veida diskrētu objektu anal̄ızi, konstruēšanu vai eksis-
tences pierād̄ı̌sanu,

• diskrētu objektu konstruēšanu ar optimālām ı̄paš̄ıbām,

• skait̄ı̌sanas rezultātu izmantošanu matemātisku izteikumu pie-
rād̄ıjumos.
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Kombinatorikas pirmsākumi ir meklējami seno laiku un agro vidus-
laiku matemātiķu darbos, bet ar̄ı mūsdienās kombinatorika ir akt̄ıvas
pētnieciskas darb̄ıbas arēna ar daudzām interesantām neatrisinātām
problēmām.

Dažos pēdējos gadu desmitos kombinatorika tiek plaši pielietota
bioloǧijā.

2.1. piemērs. Ir dots veselu skaitļu mas̄ıvs (a1, ..., a1000). Risinot
kādu uzdevumu, algoritmā tiek piepras̄ıts apskat̄ıt visus iespējamos
sakārtotos pārus (ai, aj). Cik laika tam ir nepieciešams, ja viena pāra
apstrādāšana aizņem 1 sekundi? Cik atmiņas būs vajadz̄ıgs visu pāru
saglabāšanai, ja katrs skaitlis aizņem 1 baitu?
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11

2.2. Kombinatorikas pamatprincipi

2.2.1. Skaitāmo objektu kodēšana

Jebkura kombinatorikas uzdevuma risināšana sastāv no diviem
svar̄ıgiem soļiem:

1) skaitāmo objektu uzdošanas (kodēšanas, parametrizēšanas) ērtos
matemātiskos terminos;

2) kombinatorikas metožu pielietošanas uzdevuma atrisināšanai.

Parasti kombinatorikas objekti var tikt uzdoti vienkāršos diskrētās
vai nepārtrauktās matemātikas terminos kā

• virknes fiksētā alfabētā,

• apakškopas ar noteiktām ı̄paš̄ıbām fiksētā kopā.

• funkcijas (piemēram, permutācijas),

• grafi,

• grafu apakštruktūras (piemēram, maršruti vai cikli).
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Pareiza skaitāmo objektu kodēšana ir svar̄ıgs un bieži vien pat kri-
tisks solis uzdevuma atrisināšanā. Pētāmo objektu kodēšana var tikt
veikta dažādos veidos, lai atrisinātu uzdevumu, ir jāizvēlas pietiekoši
ērts kodēšanas veids.

2.2. piemērs. Bināru virkni var interpretēt kā vismaz 2 dažādu
objektu kodu.

• Apakškopa. To var interpretēt kā apakškopas bitu vektoru.

• Trajektorija. Ja ir dots maršruts plaknē no punkta (0, 0) l̄ıdz
punktam (m,n) ar atļautiem soļiem x = (1, 0) un y = (0, 1)
veidā s1...sm+n, tad piekārtosim tam bināru virkni (z1, ..., zm+n),
kur zi = 1, ja si = x un zi = 0, ja si = y.

2.2.2. Skaitāmo lielumu un skait̄ı̌sanas rezultātu paramet-
rizēšana

Skaitāmie objekti parasti ir atkar̄ıgi no viena vai vairākiem disk-
rētiem parametriem, kas pieņem vērt̄ıbas sanumurējamā kopā.
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Tādējādi kombinatorikā tiek pēt̄ıtas veselas objektu saimes un to
skaitošās funkcijas, kas ir atkar̄ıgas no šos objektus raksturojošiem
parametriem.

2.3. piemērs. f(n) - virkņu ar garumu n skaits.

Kombinatorikas uzdevumi var būt saist̄ıti gan ar tādu objektu
skait̄ı̌sanu, kuru sastāvdaļas - atomi tiek kodētas kā ”iez̄ımētas”, gan
ar̄ı ar objektiem, kuru sastāvdaļas nav atšķiramas - ”neiez̄ımētas”.

2.2.3. Veidotājfunkcijas

Kombinatoriska uzdevuma skaitošajai virknei {f(n)}n≥n0 var pie-
kārtot kādu citu objektu F , kas saturētu visu informāciju par virkni
integrētā veidā. Nereti objektu F ir vieglāk atrast nekā virknes ele-
mentus f(n) = fn.

Plaši izplat̄ıta kombinatorikas metode, kurā ir realizēta š̄ı ideja, ir
veidotājfunkciju metode:
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• izmantojot informāciju par skaitošo virkni, tai tiek piekārtota
funkciju rinda, kuru bieži var identificēt ar elementāru funkciju,

• tiek pēt̄ıta š̄ı jaunizveidotā funkciju rinda - veidotājfunkcija un
secinājumi tiek attiecināti uz virknes locekļiem.

Veidotājfunkciju pēt̄ı̌sana parasti ir saist̄ıta ar algebras un mate-
mātiskās anal̄ızes tehnikas pielietošanu, un virknes locekļu atrašana
tiek reducēta uz algebrisku vienādojumu vai diferenciālvienādojumu
risināšanu.

Ja ir dota skaitļu virkne {an}n≥n0 (piemēram, kādas diskrētu ob-
jektu klases {An} skaitošā funkcija), tad

• formālu pakāpju rindu A(x) =
∞∑

n=n0

anxn sauksim par virknei

atbilstošo veidotājfunkciju

• formālu pakāpju rindu Aexp(x) =
∞∑

n=n0

an

n!
xn sauksim par vir-

knes eksponenciālo veidotājfunkciju.

Saturs Sākums Beigas J I Atpakaļ Aizvērt Pilns ekrāns
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Kombinatorikas uzdevumu risināšana, izmantojot veid̄otājfunkci-
jas, parasti notiek pēc šāda algoritma:

1) uzdevuma nosac̄ıjumi tiek pārveidoti nosac̄ıjumos, kurus apmie-
rina veidotājfunkcijas;

2) tiek atrastas veidotājfunkcijas vai izdar̄ıti iespējamie secinājumi
par to dabu;

3) izmantojot Teilora rindu teoriju, tiek atrasti veidotājfunkciju
koeficienti.

Var redzēt, ka veidotājfunkcija A(x) var tikt interpretēta kā Teilora
rinda punkta x = 0 apkārtnē. Ja ir iespējams, veidotājfunkciju ir
jāmēǧina pierakst̄ıt elementāras funkcijas veidā.

Atgādināsim, ka, ja f(x) ir bezgal̄ıgi daudzas reizes atvasināma
funkcija un kādā punkta x = 0 apkārtnē var tikt izvirz̄ıta pakāpju
rindā

f(x) =
∑

n≥0

anxn =⇒ an =
f (n)(0)

n!
.
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Izmantojot Teilora rindu teoriju virknes veidotājfunkciju var iden-
tificēt ar tās kompakto pierakstu elementāras funkcijas veidā.

2.4. piemērs. Virknes (1, 1, 1, 1, ...) veidotājfunkcija ir

A(x) = 1 + x + x2 + ... =
1

1− x
.

2.3. Elementārās skait̄ı̌sanas metodes

2.3.1. Rekursijas (skaldi un valdi!) likums

Risinot kombinatorikas uzdevumus, ir lietder̄ıgi sadal̄ıt skaitāmos
objektus mazākās daļās, atkārtojot šo soli vairākas reizes, kamēr skai-
t̄ı̌sanas uzdevums kļūst ļoti vienkāršs.

Skaitāmo objektu dal̄ı̌sana mazākās daļās var tikt veikta dažādos
veidos:

• sadalot objektu daļās pēc to strukturālām ı̄paš̄ıbām;
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• atmetot vienu simbolu virknes galā vai kādā noteiktā vietā,
ja skaitāmie objekti ir iekodēti kā virknes (izdal̄ıtā elementa
metode)

Plaši izplat̄ıts š̄ı principa pielietošanas piemērs ir rekurento sa-
kar̄ıbu metode - skaitošās virknes elementu izsakām kā funkciju no
iepriekšējiem elementiem:

f(n) = R(f(n− 1), f(n− 2), ...).

2.3.2. Summas likums

Ja A = A1 ∪A2 un A1 ∩A2 = ∅, tad

|A|︸︷︷︸
grūti

= |A1|︸︷︷︸
viegli

+ |A2|︸︷︷︸
viegli

.

Šo likumu izmanto, ja skaitāmo objektu kopu var sadal̄ıt vairākās
šķirtās daļās, katrā no kurām šos objektus var skait̄ıt neatkar̄ıgi un,
iespējams, pat ar dažādām metodēm.
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Summas likumu var vispārināt ar̄ı uz vairāku šķirtu kopu apvieno-
juma gad̄ıjumu: ja A = A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ An un Ai ∩ Aj = ∅ visiem
i 6= j, tad

|A| = |A1|+ A2|+ ... + |An| =
n∑

i=1

|Ai|.

2.5. piemērs. Ja no pilsētas A var aizbraukt uz pilsētu B caur
pilsētām C vai D NC vai ND veidos, tad kopējais ceļu skaits no A uz
B ir vienāds ar NC + ND.

Pielietojot summas likumu, var sastapties ar dažādiem iespējamo
variantu skaita sadal̄ıjumiem:

1) varianti var būt sadal̄ıti ”vienmēr̄ıgi” pa kopām Ai;

2) dažas kopas Ai ir jāuzskata par ı̄pašiem speciālgad̄ıjumiem, kuros
variantu skaits ir būtiski mazāks nekā citās kopās.

Ir uzdevumi, kuros elementi dažādās kopās ir jāskaita ar dažādām
metodēm. Var būt ar̄ı nepieciešams pielietot summas likumu vairākas
reizes viena uzdevuma risināšanas gaitā.
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2.3.3. Reizināšanas likums

Ja A = B × C, tad

|A|︸︷︷︸
grūti

= |B|︸︷︷︸
viegli

· |C|︸︷︷︸
viegli

.

Šo likumu izmanto, ja skaitāmos objektus var uzdot kā virknes,
kuru elementi var tikt skait̄ıti pēctec̄ıgi un neatkar̄ıgi viens no otra.

Kopas B un C var būt gan fiksētas, gan ar̄ı atkar̄ıgas viena no
otras. Svar̄ıgi ir tas, lai visiem kopas B elementiem atbilstu vienāds
skaits kopas C elementu un otrādi.

Reizināšanas likumu var vispārināt ar̄ı uz vairāku kopu tiešā rei-
zinājuma gad̄ıjumu: ja A = A1 ×A2 × ...×An, tad

|A| = |A1| × |A2| × ...× |An| =
n∏

i=1

|Ai|.
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2.6. piemērs. Pieņemsim, ka visi ceļi no A uz B iet caur C. Ja no
A uz C var aizbraukt NAC veidos un no C uz B var aizbraukt NCB

veidos, tad no A uz C var aizbraukt NAC ×NCB veidos, jo katru ceļu
no A uz C var uzdot kā sakārtotu elementu pāri (u, v), kur u ir ceļ̌s
no A uz C un v ir ceļ̌s no C uz B.

2.3.4. Dal̄ı̌sanas likums

Ja kopa A ir sadal̄ıta pēc elementu skaita vienādās m elementus
lielās apakškopās, tad šādu apakškopu skaits ir vienāds ar

|A|
m

.

Šo likumu izmanto, ja
• skaitāmo objektu kopu var sadal̄ıt vienāda un zināma lieluma

apakškopās, kuru skaitu var noteikt relat̄ıvi viegli,

• ir jāatrod apakškopu skaits, ja ir zināms kopējais elementu skaits
un skaits katrā apakškopā.
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21

2.3.5. Vienlieluma likums

Ja eksistē bijekt̄ıva funkcija A → B, tad

|A|︸︷︷︸
grūti

= |B|︸︷︷︸
viegli

.

Šo likumu izmanto, ja dotajā kopā A ir grūti saskait̄ıt elementus, bet
eksistē un ir viegli redzama kāda cita kopa B, kuras elementus ir
iespējams relat̄ıvi viegli saskait̄ıt, un bijekt̄ıva funkcija, kas saista A
un B.

Vienlieluma likumu sauksim ar̄ı par skait̄ı̌sanu ar bijekcijas pal̄ı-
dz̄ıbu.

Pielietojot šo metodi, ir iespējami šādi gad̄ıjumi:

1) kopa B pēc savas dabas būtiski atšķiras no kopas A, tādējādi
kopas B ieviešana būtiski izmaina uzdevuma risināšanas gaitu
(apakškopas un bitu vektori);
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22

2) kopa B atšķiras no kopas A ar tādām detaļām, kas tikai pal̄ıdz
atrisināt uzdevumu, neizmainot to būtiski (vieninieka atmešana
kompoz̄ıcijas virknes galā);

3) šo metodi var pielietot ar̄ı ”iekšēji”: skaitāmo elementu kopu
sadal̄ıt vairākās apakškopās, starp kurām ir bijekcijas, tad skait̄ıt
elementus tajās apakškopās, kurās tas ir vieglāk izdarāms.

2.7. piemērs. Pieņemsim, ka katram studentam pieder tieši viena
cepure. Lai saskait̄ıtu studentus, pietiek saskait̄ıt to cepures, un
otrādi, lai saskait̄ıtu cepures, pietiek saskait̄ıt studentus.

Vienlieluma likumu vispārināt, ja ir dota patvaļ̄ıga funkcija f :
A → B.

2.1. teorēma. Ja A un B ir gal̄ıgas kopas un f ir funkcija no A uz
B, tad

1) f ir injekt̄ıva funkcija =⇒ |A| ≤ |B|,
2) f ir sirjekt̄ıva funkcija =⇒ |A| ≥ |B|,
Saturs Sākums Beigas J I Atpakaļ Aizvērt Pilns ekrāns
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3) f ir bijekt̄ıva funkcija =⇒ |A| = |B|.
PIERĀDĪJUMS Visi apgalvojumi seko no funkciju speciālgad̄ıjumu

defin̄ıcijām.¥

2.3.6. Skait̄ı̌sana izmantojot papildinājumu (atņemšanas li-
kums)

Šo metodi izmanto, ja ir vieglāk noteikt elementu skaitu sākotnējās
kopas papildinājumā un universā nekā sākotnējā kopā, kuras elemen-
tus ir uzdots saskait̄ıt. Apz̄ımēsim universu ar U , tad

U = A ∪ (U\A), |U | = |A|+ |U\A|
un

|A|︸︷︷︸
grūti

= |U |︸︷︷︸
viegli

− |U\A|︸ ︷︷ ︸
viegli

.

Ja kopa A tiek definēta ar kādu nosac̄ıjumu P , tad kopa U\A tiek
definēta ar nosac̄ıjumu ¬P un šo kopu elementu skait̄ı̌sanas grūt̄ıbas
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pakāpes var būt dažādas.

2.8. piemērs. Cik ir divu dažādu elementu virkņu (sakārtotu pāru)
kopā, kas satur 10 elementus. Saskaņā ar reizināšanas likumu ir
10 · 10 dažādu sakārtotu pāru, no kuriem 10 pāros abi elementi ir
vienādi. Sakārtotā elementu pār̄ı elementi var būt vai nu vienādi, vai
ar̄ı dažādi, tāpēc pāru skaits ar dažādiem elementiem ir vienāds ar
100− 10 = 90.

2.9. piemērs. Ir dota pilsēta, kuras pašvald̄ıba plāno uzsākt ielu
remontu. Ir zināms, ka 98% ielu ir jāremontē. Kā uzdot remontējamās
ielas? Ac̄ımredzams risinājums ir šāds: pārskait̄ıt ielas, kuras NAV
jāremontē.

2.3.7. Skait̄ı̌sana divos dažādos veidos

Skaitot vienas gal̄ıgas kopas elementus divos vai vairāk veidos, at-
bilde, protams, ir viena un tā pati, bet tā var būt izteikta un inter-
pretēta dažādos veidos, kurus analizējot var iegūt interesantus kom-
binatoriskus rezultātus.
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Par šo metodi var domāt ar̄ı kā par saskaitāmo kārt̄ıbas maiņu
summā.

2.10. piemērs.
Skaitļu tabulas elementu summu var atrast divos veidos:

• no sākuma saskait̄ıt skaitļu summu katrā rindā, pēc tam atrast
visu šādi iegūto skaitļu (katras rindas locekļu summu) summu;

• no sākuma saskait̄ıt skaitļu summu katrā kolonnā, pēc tam atrast
visu šādi iegūto skaitļu (katras kolonnas locekļu summu) summu.

Ir skaidrs, ka abi paņēmieni dos vienu rezultātu, jo summa nemainās,
ja saskaitāmos maina vietām.

2.3.8. Dirihlē princips

Risinot dažādus kombinatorikas uzdevumus, nereti nākas noteikt,
cik daudzi no apskatāmajiem objektiem apmierina kādu ı̄paš̄ıbu.

Š̄ı uzdevuma atrisināšanai ir lietder̄ıgi domāt par doto ı̄paš̄ıbu kā
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par objektu ievietošanu kastēs vai kā par objektu kopas attēlošanu uz
ı̄paš̄ıbas vērt̄ıbu kopu.

Šādā interpretācijā objektu skaits ar doto ı̄paš̄ıbu ir vienāds ar to
skaitu atbilstošajā kastē vai ar atbilstošās ı̄paš̄ıbas vērt̄ıbas inversā
attēla elementu skaitu.

Atbilstošo kombinatorikas principu, kas ļauj novērtēt objektu skaitu
ar doto ı̄paš̄ıbu, sauksim par Dirihlē principu (par godu matemātiķim
L.Dirihlē).

Dirihlē princips (”baložu būru princips”):
• vienkāršākajā (klasiskajā) formā - sadalot n + 1 elementus lielu

kopu n apakškopās, vismaz viena apakškopa satur vismaz divus
elementus (saliekot n + 1 baložus n būros, vismaz vienā būr̄ı ir
vismaz divi baloži);

• klasiskā formā izmantojot funkcijas - funkcija no n+1 elementus
lielas kopas uz n elementus lielu kopu nevar būt injekt̄ıva;
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• daļveida formā - sadalot m elementus lielu kopu k apakškopās,
vismaz viena apakškopa satur vismaz dm

k e elementus, kur dxe
ir skaitļa x ”griesti” (mazākais veselais skaitlis, kas nav mazāks
kā x);

• bezgal̄ıgajā formā - sadalot bezgal̄ıgu kopu gal̄ıga skaita apakš-
kopās, vismaz viena apakškopa būs bezgal̄ıga.

Dirihlē principu izmanto gan kombinatorikā, gan ǧeometrijā.

2.11. piemērs. Jebkuru astoņu cilvēku kolekt̄ıvā ir divi, kas ir
dzimuši vienā nedēļas dienā.

Jebkurā 25 cilvēku grupā eksistē 4 cilvēki, kas ir dzimuši vienā
nedēļas dienā.

Ja kvadrātā ar malas garumu 2 tiek ievietoti 5 punkti, tad vismaz
divi no tiem atrodas attālumā ne mazāk kā

√
2 viens no otra.
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3. 1.mājasdarbs

3.1. Obligātie mājasdarbi

1.1 Izteikt doto virkņu veidotājfunkcijas
∑

n≥n0

anxn elementāru fun-

kciju veidā:

(a) an =
1
n
, n ≥ 1,

(b) an =
1
n!

, n ≥ 0,
(c) an = sin(ωn), n ≥ 0, ω ∈ R.

1.2 Cik veidos uz šaha galdiņa var izvietot divus dažādu krāsu ka-
raļus tā, lai tie neapdraudētu viens otru?

1.3 Studentu grupa, kurā ir 41 cilvēks, nokārtoja sesiju, kurā bija
tr̄ıs eksāmeni. Visi studenti saņēma atz̄ımes 4, 5 vai 6. Pierād̄ıt,
ka vismaz pieci studenti nokārtoja sesiju ar vienādām atz̄ımēm.

1.4 Kāda eksāmena jautājumi ir sadal̄ıti 4 grupās, katrā grupā ir
30 jautājumi. Eksāmena biļetē ir pa divi jautājumi no katras
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grupas. Cik dažādu eksāmena biļešu ir iespējams sastād̄ıt?

1.5 Virkni (a1, ..., an) sauc par palindromu, ja

a1 = an, a2 = an−1, ..., ak = an−k+1; ∀ k : 1 ≤ k ≤
[n

2

]
.

Cik palindromu var izveidot no n-multikopas elementiem?

3.2. Paaugstinātas grūt̄ıbas un pētnieciska rakstu-
ra uzdevumi

1.6 Pierād̄ıt, ka katra dažādu reālu skaitļu virkne ar garumu n2 + 1
satur vai nu augošu virkni ar garumu n, vai ar̄ı dilstošu virkni
ar garumu n.

1.7 Kādam m skaitlis Cm
n pieņem maksimālo iespējamo vērt̄ıbu, ja

n ir fiksēts?
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