DAUGAVPILS UNIVERSITATE
Dabaszinatnpu un matematikas fakultate
Matematikas katedra
Magistra studiju programma “Matematika”

Studiju kurss

Diskreta matematika

6.lekcija

Docetajs: Dr. P. Daugulis

2007./2008.studiju gads

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



Saturs

1. Klasiski kombinatorikas uzdevumi
1.1. Uzdevumi, kas ir reducejami uz kombinacijam vai va-
riacijam . . . ... e e

1.1.1.
1.1.2.

Kombinacijas ar atkartojumiem . . . . . . . ..
Apakskopu virknu skaits . . . ... oL L

1.1.3. Kopas sadalijums apakskopas ar noteiktu ele-
mentu skaitu . .. ...

1.1.4. Cikliskas virknes . . . ... ... ... .....

1.2. Uzdevumi, kas nav reducejami uz kombinacijam vai va-
riacijam . . . ... Lo e e e e e
1.2.1. Kopu sadalijumu skaits - otra veida Stirlinga

1.2.2.

1.2.3.
1.2.4.

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans

skaitli un Bella skaitli . . ... ... ... ...
Kopu ciklisko sadalijumu skaits - pirma veida
Stirlinga skaitli . . . . ... ... ..o L.
Naturalo skaitlu sadalijumu skaits . . . . . ..
Vienadojuma x1 +xs+...+x,, = m atrisinajumi
veselos skaitlos . . . . ... .o



3

2. 6.majasdarbs 20
2.1. Obligatie uzdevumi . . . . . . ... ... ... ... 20
2.2. Paaugstinatas griitibas un petnieciska rakstura uzdevumi 22

Saturs Sakums Beigas <« » Atpakal Aizvert Pilns ekrans



1. Klasiski kombinatorikas uzdevumi

1.1. Uzdevumi, kas ir reducejami uz kombinacijam
vai variacijam
1.1.1. Kombinacijas ar atkartojumiem

Cik ir dazadu m elementus lielu apaksmultikopu multikopa, kas
satur n dazadu tipu elementus neierobezota skaita (n-multikopa)? So
skaitli apzimesim ar C}".

Atrisinasim 8o uzdevumu ar vienlieluma likuma metodi - piekar-
tosim savstarpeji viennozimigi katrai apaksmultikopai noteikta veida
binaru virkni.

Katrai apaksmultikopai ar dotajam Tpasibam piekartosim binaru
virkni sada veida:
1) sanumuresim n-multikopas elementu tipus ar naturaliem skaitliem
no 1 Iidz n;
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2) piegemsim, ka apaksmultikopa ir r; elementi, kuru tips ir i
(>i, r; = m), sakot no kreisas puses rakstisim rq nulles un 1
vieninieku, r9 nulles un 1 vieninieku,..., r, nulles un 1 vieninieku
(pieméram, ja elementu tipi ir kopa {1, 2, 3}, tad apaksmultikopai
{1,1,1,2,2,3} atbilst binara virkne (0,0,0,1,0,0,1,0,1));

3) pedgjo vieninieku nodzesisim.

Teguisim viennozimigi definetu virkni, kura ir m nulles un n—1 vieninieks.

Otradi, katrai sadai virknei atbilst viena vieniga apaksmultikopa
ar dotajam Tpasibam.

Tatad meklgjamais multikopu skaits C™ ir vienads ar tadu binaru
virknu skaitu, kuras satur m nulles un n — 1 vieninieku, jo ir kon-
strueta bijektiva funkcija no mus interesejosas apaksmultikopu kopas
uz aprakstito binaro virknu kopu.

Saskana ar ieprieks pieradito bijekciju starp binaram virknem un
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apakskopam, §is skaits ir vienads ar n — 1 elementu lielu apakskopu
skaitu n +m — 1 elementus liela kopa, tatad

~m __ ,n—1 __m
Cn - Cn+m—1 - n+m—1-

1.1. piemers. Veikala ir 5 dazadu veidu markas neierobezota skaita.
Cik dazados veidos var iegadaties 10 marku komplektu? Redzam, ka
mums ir jaatrod 10 elementus lielu apaksmultikopu skaits multikopa,
kas satur 5 tipu elementus. Atbilde ir vienada ar C3% = C{, = 1001.

1.1. piezime. Kombinacijas ar atkartojumiem var interpretet ka
identisku objektu ievietosanu dazadas kastes - cik veidos var izvietot m
identiskus objektus n indeksetas kastes? Katrai sadai ievietoSanai at-
bilst n-multikopas m-apaksmultikopa, tatad variantu skaits ir vienads
ar C7".
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1.1.2. Apakskopu virknu skaits

Cik veidos kopu, kas satur n elementus, var sadalit k£ apakskopu
virkne ta, ka i-ta apakskopa satur m; elementus, kur Zle m; = n,
So skaitli apzimesim ar CJ">™2: ™k vai P, (my,ma, ..., Mg).

Pirmo apakskopu var izveleties C)'' veidos, otro apakskopu, ja
pirma ir izvéleta, var izveleties C)'2, ~ veidos, treso var izveléties

Zma
Ch . —m, veidos utt, ieglistam, ka
M1, M2,...,M _ my Ym2 ms3 M
Cn ’ T - Cn Cn—m1Cn—ml—mz"‘Cn—ml—...—mk,l'

Pec parveidojumiem iegustam, ka

n!
le,mg,‘..,mk _
n

ml'mg'mk'

1.2. piemers. Uzdevums par pariem.
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1.1.3. Kopas sadalijums apakskopas ar noteiktu elementu
skaitu

Cik veidos kopu, kas satur n elementus, var sadalit skirtas apaks-
kopas ta, ka katram i : 0 < ¢ < n ir tiesi m; apakskopas, kas satur ¢
elementus, tadejadi izpildas nosacijums

1-m+2-me+3-mg+..4+n-my,=n,
So skaitli apzimesim ar S0 "2 oM,
Tapat ka gadijuma ar skaitliem A7 un C"*, no sakuma atradisim

noteikta veida apakskopu virkpu skaitu ta, lai tiktu izpildits to ele-
mentu summas nosacijums.
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Konstruejot sadu apakskopu virkni, sakot ar mazaka elementu
skaita apakskopam, ieguistam, ka apakskopu virknpu skaits, kuru mes
apzimesim ar R}'™2~™n» ir vienads ar

1 1 1
On ! Cn—l Tt Cn—lml-i-l '
ma
2 2 2
' Cn—lml : On—1m1—2 Tt Cn—1m1—2m2+2 '
ma
3 3
' Cn—1m1—2m2 T Cn—1m1—2m2—3mg+3
m3
VienkarSosim R)'1 ™20
| — |
RM1M2 M n: . (n 1)' .
" U(n-1)" 1(n-—2)!
L (n=1mi+ 1! (n=1my)!

Mn—1m1)! ~ 2(n—1m;—2)! ~"*

n!
= (™ (2h)m2...(nh)ymn
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Lai atrastu nesakartotu sadu sadalijumu skaitu, ieverosim, ka ka-
tram ¢ apakskopas, kas satur i elementus, var sakartot m;! veidos
neatkarigi no citu elementu skaita apakskopam, tatad saskana ar da-
[i8anas likumu

M1,1M2,50 My |
Ry _ n!

Sml,mg,...,mn — .
" mylmal.m,! (1™ (2h)m2 L (n))™nmylms!.omy,!

1.3. piemers. Uzdevums par pariem.
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1.1.4. Cikliskas virknes
Cik veidos n elementus lielu kopu var izvietot cikla (ap rigka

liniju), ja ir fiksets cikla apiesanas virziens?

Sis uzdevums atskiras no uzdevuma par A" ar to, ka katram cik-
lam var piekartot vairakas virknes atkariba no ta, no kuras vietas So
ciklu sak lasit.

Katrai n elementus garai virknei atbilst n cikli, tapéc, izmantojot
dalisanas likumu, iegtistam, ka ciklu skaits ir vienads ar

n
I (p— 1)
2= (n-1)
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1.2. Uzdevumi, kas nav reducejami uz kombinaci-
jam vai variacijam
1.2.1. Kopu sadalijumu skaits - otra veida Stirlinga skaitli
un Bella skaitli

Ar {7} vai S(n,m) apzimésim n elementus lielas kopas dazadu
sadaltjumu skaitu m netuksas apakskopas. Definesim art

S(n,0) = 1, jan=0,
0, jan>o0.

Skaitlu S(n,m) aprekinaSanai nav zinama nekada formula ele-
mentaras funkcijas vai vienkarsa reizinajuma veida. Tos sauksim par
Stirlinga apakskopu skaitliem vai otra veida Stirlinga skaitliem.

1.4. piemers. S(n,1) = S(n,n) = 1. 5(3,2) = 3. S(4,2) = 1.
S(4,3) = 6.
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1.2. piezime. Var redzét, ka otra veida Stirlinga skaitli apmierina
identitates

S(n,2) =2""1 -1,

S(n,n—1)=C?

n:

Visu n elementu lielas kopas sadalijjumu skaitu netuksas apakskop-
as sauksim par n-to Bella skaitli un apzimesim ar B,,. Var redzet, ka
saskana ar summas likumu

n
Bn =Y 5(n,i).
i=1
Defingjam ar1 By = 1.
1.5. piemers. Bo=1. By =1. Bo =2. B3 =5. By =15.

1.3. piezime. Bella skaitlus var interpretét izmantojot dazadu ob-
jektu ievietoSsanu identiskas kastes.
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1.2.2. Kopu ciklisko sadalijjumu skaits - pirma veida Stir-
linga skaitli

Ar c¢(n,m) vai [ ] apzimésim n elementus lielas kopas tadu per-
mutaciju skaitu,kuras ir tiesi m cikli. Definesim art ¢(0,0) = 1.

Skaitlu ¢(n, m) apréekinasanai nav zinama nekada formula elemen-
taras funkcijas vai vienkarSa reizinajuma veida. Tos sauksim par
pirma veida absolitajiem (unsigned) Stirlinga skaitliem.

Skaitlus c¢(n,m) - (—1)"~™ sauksim par otra veida Stirlinga skait-
liem, apzimesim ar s(n,m).

1.6. piemérs. c¢(n,n) =1. ¢(n,1) = (n — ). ¢(4,2) = 11.

1.4. piezime. Var redzet, ka pirma veida absolutie Stirlinga skaitli
apmierina identitates

c(n,n—1) = C2,
1 1
c(n,n —2)=2C3 + 50,2102_2 = 1(371 —-1)C3.
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1.2.3. Naturalo skaitlu sadalijjumu skaits

Naturala skaitla n izteikSsanu nesakartota naturalu skaitlu summa
meés sauksim par ta sadalfjumu, apzimésim sadalijumu skaitu ar p(n)
un sauksim to par n-to sadalijjuma skaitli.

Ta ka sadalijuma elementus var sakartot augosa vai dilstosa kar-

tiba, tad parasti skaitla n sadalijumu uzdod ka monotonu, piemeram,
nedilstosu, naturalu skaitlu virkni ny > no > ...ng, kas apmierina

nosacijumu
k
E n; =n.
i=1

1.7. piemers. p(1) = 1. p(2) = 2. p(3) = 3. p(4) =5. p(5) = 1.
p(6) = 11.
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Sadalijumu var definét arT ka vienadojuma
1+ 2+ ...+ mry =n

atrisinajumu nenegativos skaitlos, $aja gadijuma z; nozime skaitla @

Sadalijumus var ar1 vizualizet, izmantojot Janga diagrammas: ja
ir dots sadalijums n = ny + ng + ... + ng, kur n;, > n,, jai > j,
tad sadu sadalijumu uzdosim ka kreisaja mala nolidzinatu tabulu ar
mainiga garuma rindam, kur i-ta rindas satur n; rutinas.

Katram sadalijumam var konstruet dualo sadalijumu, kas atbilst
transponetajai (simetriskajai attieciba pret diagonali, kas iziet no
augseja kreisa stura) Janga diagrammai.

1.8. piemers.

Ta ka transponesana ir bijektiva operacija, tad saskana ar vien-
lieluma likumu varam iegut Sadu rezultatu: naturala skaitla n to
sadalijumu skaits, kuros katrs saskaitamais neparsniedz m (apzime
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ar ¢, (n)), ir vienads ar to sadaljjumu skaitu, kuros ir ne vairak ka m
saskaitamie (apzime ar p,,(n)).

1.5. piezime. Naturalu skaitlu sadalijjumu var interpretet ka iden-
tisku objektu ievietosanu identiskas kastes.
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1.2.4. Vienadojuma x;+xs+...4+x, = m atrisinajumi veselos
skaitlos

Sim uzdevumam var but dazadas variacijas:

e nenegativu atrisinajumu skaits - katram Ssadam atrisinajumam
atbilst n-multikopas m-apaksmultikopa, tatad kopejais variantu
skaits ir vienads ar

~m __ m .
Cn - Yn+m—1»
e pozitivu atrisinajumu skaits - katram sadam atrisinajumam at-
bilst nenegativs atrisinajums vienadojumam
1 +2ro+ ...+ =m—n,
tatad variantu skaits ir vienads ar
~m-n __ oym—m __ ~n—1,
Cn - Ym—-1 T Cm—l’

e no apaksas ierobezotu nenegativu atrisinajumu skaits - meklesim
atrisinajumus ar 1pasibu 0 < a; < z;, katram $adam atrisinaju-
mam atbilst nenegativs atrisinajums vienadojumam

1+ a2+ .otz =m— (a1 + ... + ay).
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Apzimesim Y., ar S, tad variantu skaits ir vienads ar

m—S
C Cn+m S—1

e augosu atrisinajumu skaits - meklésim atrisinajumus ar Tpasibu
0 <z <...<xy,. Katram sadam atrisinajumam atbilst skaitla
m sadaliSana ne vairak ka n pozitivu saskaitamo summa, tatad
kopejais variantu skaits ir vienads ar p,(m).
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2. 6.majasdarbs

2.1. Obligatie uzdevumi

6.1 Ribonuklenskabes (RNS) tipa molekulas var saturét 4 tipu ele-
mentaras sastavdalas, kuras apzimésim ar A,C,G,T. Elementa-
ras sastavdalas tiek izvietotas virkne. Cik eksiste

(a) RNS virknu ar garumu 8, kuras ir 3 C un 5 A elementi?
(b) RNS virkyu ar garumu 12, kuras ir 4 C un 4 A elementi?

6.2 Cik veidos n zénus un n meitenes var sasedinat ap apalu galdu

ta, lai nekur blakus nesedetu 2 zeni vai 2 meitenes.

6.3 Pieradiet, ka
(a) otra veida Stirlinga skaitli S(n,m) apmierina sakartbu

1
S(n,3) = 5(3”*1 +1) —2n7L,
(b) pirma veida absoliitie Stirlinga skaitli ¢(n,m) apmierina
sakaribu

c(n,n—3) = 4—8n2(n —1)%(n—2)(n—3) = C2C2.
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6.4 Izmantojot skaitisanu divos dazados veidos, pieradiet sakaribas
(a) CRCyr =CCr=r,

(b) Cpr = 2C
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2.2. Paaugstinatas griitibas un petnieciska rakstu-
ra uzdevumi

6.5 Pieradit, ka
(a) ¢(n,2) = (n—1)!H,_y, kur H, =" | 1,
(b)
2

5 =4 ].
c(n,n—4) = 1—60;2(303 — 2% + 3¢+ TB)’
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