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2

Saturs
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Lekcijas mērķis:
• apgūt svar̄ıgos grupu tiešo reizinājumu.

Lekcijas kopsavilkums:
• var definēt operāciju ar grupām - tiešo un pēt̄ıt tā ı̄paš̄ıbas.

Svar̄ıgākie jēdzieni: ārējais tiešais reizinājums, iekšējais tiešais
reizinājums, nedalāma grupa.
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Svar̄ıgākie fakti un metodes: ārējā tiešā reizinājuma ı̄paš̄ıbas,
iekšējā tiešā reizinājuma ı̄paš̄ıbas.
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1. Grupu tiešais reizinājums

Grupu reizinājumi ir operācijas ar grupām - grupu virknei noteiktā
veidā tiek piekārtota grupa. Grupu reizinājumus var pēt̄ıt divos vei-
dos:

• ārējie reizinājumi - no vienkāršākām grupām tiek konstruētas
sarežǧ̄ıtākas (analoǧija - vektoru telpas paplašināšana ar jaunām
dimensijām),

• iekšējie reizinājumi - grupa tiek sadal̄ıta vienkāršākās sastāvda-
ļās (analoǧija - vektori tiek izteikti kā bāzes vektoru summas).

1.1. Ārējais tiešais reizinājums

G, H - grupas. Par G un H (ārējo) tiešo reizinājumu sauc grupōı-
du (G×H, ∗), kur operācija ∗ tiek uzdota šādi:

(g, h) ∗ (g′, h′) = (gg′, hh′).
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Grupas ı̄paš̄ıba

1.1. teorēma. (G×H, ∗) ir grupa.

PIERĀDĪJUMS

Asociativitāte

∀ g, g′, g′′ ∈ G un h, h′, h′′ ∈ H izpildās(
(g, h)(g′, h′)

)
(g′′, h′′) = (gg′, hh′)(g′′, h′′) =

(
(gg′)g′′, (hh′)h′′

)
=

(
g(g′g′′), h(h′h′′)

)
= (g, h)

(
(g′, h′)(g′′, h′′)

)
.

Vien̄ıbas elements

Visiem g ∈ G, h ∈ H izpildās

(g, h)(e, e) = (ge, he) = (eg, eh) = (g, h) =⇒ (e, e) ir vien̄ıbas elements.
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Inversais elements

Visiem g ∈ G, h ∈ H izpildās

(g, h)(g−1, h−1) = (gg−1, hh−1) = (e, e) =⇒
∀ (g, h) ∈ G×H ∃ (g, h)−1 = (g−1, h−1). ¥

1.1. piez̄ıme. G un H ir komutat̄ıvas =⇒ G×H ir komutat̄ıva.

Ja G un H ir gal̄ıgas, tad G×H ir gal̄ıga un |G×H| = |G| · |H|.

G×H ' H ×G, izomorfisms f : G×H → H ×G var tikt definēts
šādi:

f
(
(g, h)

)
= (h, g).

Vairāk kā 2 reizinātāji

Tiešo reizinājumu var vispārināt uz patvaļ̄ıgas gal̄ıgas grupu kopas
gad̄ıjumu: ja ir dotas n grupas G1, ..., Gn, tad par to tiešo reizinājumu
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sauc kopu G1 × ...×Gn ar šādu operāciju:

(a1, ..., an)(a′1, ..., a
′
n) = (a1a

′
1, ..., ana′n).

1.1. piemērs. Vektoru kopas: Rn ' R× R× ...× R.
Taisnstūra rotācijas. Atlikumi.

1.2. piez̄ıme. Adit̄ıvajā pierakstā (ja visas grupas Gi ir komutat̄ıvas)
izmanto apz̄ımējumu G1 ⊕G2 ⊕ ...⊕Gn.

Bāzes apakšgrupas

Ja G = N ×M , tad definēsim

Ñ = {x ∈ G|x = (n, e), kur n ∈ N},
M̃ = {x ∈ G|x = (e,m), kur m ∈ M}.
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1.2. teorēma.

1. Ñ E G, M̃ E G

2. ∀ g ∈ G ir izsakāms formā

g = ñm̃ = m̃ñ, kur ñ ∈ Ñ , m̃ ∈ M̃

(G = ÑM̃ = M̃Ñ).

PIERĀDĪJUMS
1.
(n′,m′)−1(n, e)(n′,m′) = (n′−1nn′,m′−1em′) = (n′−1nn′︸ ︷︷ ︸

∈N

, e) ∈ Ñ .

2. (n,m) = (n, e)(e,m) ∈ ÑM̃ . ¥

1.3. piez̄ıme. Teorēmu var vispārināt uz vairāk nekā divu grupu tiešo
reizinājumu.
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1.2. Iekšējais tiešais reizinājums

1.3. teorēma. Ja grupa G satur 2 normālas apakšgrupas N1, N2 un
∀ g ∈ G ir viennoz̄ımı̄gi izsakāms formā

g = g1g2, kur gi ∈ Ni,

tad
G ' N1 ×N2.

PIERĀDĪJUMS Definēsim funkciju

f : N1 ×N2 → G,

f(a1, a2) = a1a2.

Pierād̄ısim, ka f ir grupu izomorfisms.

Sirjektivitāte
∀g ∈ G ir uzrakstāms formā

g = g1g2, kur gi ∈ Ni =⇒ g = f(g1, g2).
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Injektivitāte

f(a1, a2) = f(b1, b2) =⇒ a1a2 = b1b2.

∀ G elements ir viennoz̄ımı̄gi izsakāms reizinājuma formā =⇒
ai = bi, ∀i.

Homomorfisms

No sākuma pierād̄ısim, ka N1 ∩N2 = {e}.

Ni ∩ Nj 3 a =⇒ a var divos dažādos veidos uzrakst̄ıt kā
reizinājumu:

ea = ae =⇒ a = e.

No viena mājasdarba uzdevuma seko, ka{
a1 ∈ N1

a2 ∈ N2
=⇒ a1a2 = a2a1.
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Tagad redzam, ka

f
(
(a1, a2)(b1, b2)

)
= f

(
(a1b1, a2b2)

)
=

a1b1a2b2 = a1a2b1b2 = f
(
(a1, a2)

)
f
(
(b1, b2)

)
.¥

1.4. teorēma. 



N, M E G
N ∩M = {e}
G = NM

=⇒ G ' N ×M.

PIERĀDĪJUMS Jāpierāda, ka ∀g ∈ G ir viennoz̄ımı̄gi izsakāms
formā g = nm, kur n ∈ N , m ∈ M . Tad apgalvojums sekos no
iepriekšējās teorēmas.

Pieņemsim, ka

g = nm = n′m′, kur {n, n′} ⊆ N, {m,m′} ⊆ M =⇒
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n′−1n︸ ︷︷ ︸
∈N

= m′m−1︸ ︷︷ ︸
∈M

= e =⇒
{

n = n′

m = m′ =⇒ g ir izsakāms vien-

noz̄ımı̄gi reizinājuma veidā. ¥

1.4. piez̄ıme. Iepriekšējās teorēmas terminos G ir apakšgrupu N un
M iekšējais tiešais reizinājums - G = N ×M .

1.5. piez̄ıme. Grupu sauc par nedalāmu, ja tā nav izsakāma kā
netriviāls iekšējais tiešais reizinājums:

G = N ×M ⇐⇒ N = {e} vai M = {e}.

1.5. teorēma. G = N ×N ′ (iekšējais reizinājums) =⇒ G
/

N ' N ′.

PIERĀDĪJUMS Definēsim ϕ : G
/

N → N ′:

ϕ(N(aa′)) = a′, kur a ∈ N, a′ ∈ N ′.

Pierād̄ısim, ka ϕ ir grupu izomorfisms.
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Homomorfisms

ϕ
(
(Naa′)(Nbb′)

)
= ϕ

(
N(aba′b′)

)
= a′b′ = ϕ

(
Naa′

)
ϕ
(
Nbb′

)
.

Sirjektivitāte

∀ a′ ∈ N ′ : a′ = ϕ
(
N(ea′)

)
.

Injektivitāte

ϕ
(
N(aa′)

)
= ϕ

(
N(bb′)

)
=⇒ a′ = b′ =⇒ Na′ = Nb′ =⇒

N(aa′) = N(bb′). ¥
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2. 5.mājasdarbs

2.1. Obligātie uzdevumi

5.1 Atrodiet visas apakšgrupas šādām adit̄ıvajām grupām:
(a) Z/2× Z/2;
(b) Z/2× Z/3;
(c) Z/2× Z/2× Z/2.

5.2 Izsakiet grupu Z12 kā netriviālu iekšējo tiešo reizinājumu.

5.3 G, G′ - gal̄ıgas cikliskas grupas. Pierād̄ıt, ka G × G′ ir cikliska
grupa ⇐⇒ LKD(|G|, |G′|) = 1. Atrodiet G × G′ minimālu
ǧenerējošu kopu.

5.4 Pierādiet, ka dotās grupas ir nedalāmas:
(a) Σ3;
(b) Z.

5.5 G ir grupa no uzdevuma 4.4, kurā reālo skaitļu lauks tiek aiz-
vietots ar lauku F2. Vai G ir izsakāma kā tiešais reizinājums.
Pozit̄ıvas atbildes gad̄ıjumā atrodiet atbilstošās apakšgrupas.
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2.2. Paaugstinātas grūt̄ıbas un pētnieciska rakstu-
ra uzdevumi

5.6 Atrast piemēru grupu homomorfismam ϕ : G → H, kur G ir
nedalāma grupa, bet H - dalāma grupa, Ker(ϕ) 6= G.

5.7 Izpēt̄ıt attiec̄ıbā uz dalāmı̄bu šādas grupas:
(a) (Q,+), (R,+), (C,+);
(b) GL(n, k), SL(n, k);
(c) Σn, ∀ n ∈ N.
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