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Matemātikas katedra
Bakalaura studiju programma “Matemātika”
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Lekcijas mērķis:
• apgūt kongruences, blakusklašu un faktorgrupas jēdzienu

Lekcijas kopsavilkums:
• var vispārināt atlikumu operācijas uz patvaļ̄ıgu grupu gad̄ıjumu

un ieviest faktorgrupas jēdzienu.

Svar̄ıgākie jēdzieni: labējā un kreisā kongruence, labās un krei-
sās blakusklases, normāla apakšgrupa, faktorgrupa.

Svar̄ıgākie fakti un metodes: kongruenču ekvivalences ı̄paš̄ıba,
blakusklašu ı̄paš̄ıbas, Lagranža teorēma, kongruenču un blakusklašu
ı̄paš̄ıbas normālajām apakšgrupām, blakusklašu operācijas korektums
un ı̄paš̄ıbas
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1. Kongruences un blakusklases

1.1. Kongruence

1.1. piemērs. Atcerēsimies kongruences veselo skaitļu teorijā:

a ≡ b(mod m) ⇐⇒ a− b = mq ∈ mZ.

Šie jēdzieni attiecas uz komutat̄ıvām grupām un ir doti adit̄ıvajā
pierakstā. Vispārināsim šos jēdzienus uz vispār̄ıgu (ne obligāti komu-
tat̄ıvu) grupu gad̄ıjumu izmantojot multiplikat̄ıvo pierakstu:

• adit̄ıvajam pierakstam a− b var atbilst divi multiplikat̄ıvie pie-
raksti: ab−1 un b−1a,

• var secināt, ka būs divi kongruences jēdzieni.

G - grupa, H ≤ G. G elementi a un b ir
• labēji kongruenti mod H (a : b(mod H)), ja ab−1 ∈ H;

• kreisi kongruenti mod H (a ; b(mod H)), ja b−1a ∈ H.
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Izmantosim apz̄ımējumu a ≡ b(mod H), ja nav svar̄ıgi, kāda no
kongruencēm ir domāta.

1.1. teorēma. ∀ H ≤ G abas kongruences ir ekvivalences attiec̄ıbas.

PIERĀDĪJUMS Jāpierāda, ka kongruence ir refleks̄ıva, simetriska
un tranzit̄ıva. Apskat̄ısim tikai labējo kongruence, kreisā tiek pierād̄ıta
l̄ıdz̄ıgi.

Refleksivitāte
∀ a ∈ G : aa−1 = e ∈ H =⇒ a ≡ a(mod H).

Simetrija
a ≡ b(mod H) =⇒ ab−1 ∈ H. H ir apakšgrupa =⇒
(ab−1)−1 = ba−1 ∈ H =⇒ b ≡ a(mod H).

Tranzitivitāte{
a ≡ b (mod H)
b ≡ c (mod H) =⇒

{
ab−1 = h ∈ H
bc−1 = h′ ∈ H.
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H ir apakšgrupa =⇒ hh′ = ab−1bc−1 = ac−1 ∈ H
=⇒ a ≡ c(mod H). ¥

1.2. Blakusklases

Katrai H ≤ G ir definēti divi sadal̄ıjumi ekvivalences klasēs - labās
un kreisās blakusklases mod H.

Divas blakusklases (kā ekvivalences klases) vai nu piln̄ıgi sakr̄ıt,
vai ar̄ı tām nav kop̄ıgu elementu.

Elementa a ∈ G labējā (kreisā) blakusklase mod H ir to G ele-
mentu apakškopa, kas ir labēji (kreisi) kongruenti ar a mod H -

RH(a) = {b ∈ G|a : b(mod H)}
LH(a) = {b ∈ G|a ; b(mod H)}.

1.2. teorēma.
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1. a : b(mod H) ⇐⇒ Ha = Hb,
a ; b(mod H) ⇐⇒ aH = bH.

2. RH(a) = Ha un LH(a) = aH.

PIERĀDĪJUMS Apskat̄ısim tikai labējo kongruenci.

1. a ≡ b(mod H) =⇒
{

a = hb
b = h−1a

kur h ∈ H.

∀ h′ ∈ H izpildās{
h′a = h′hb
h′b = h′h−1a

=⇒
{

Ha ⊆ Hb
Hb ⊆ Ha

=⇒ Ha = Hb.

Ha = Hb =⇒ ∃ h ∈ H : a = hb =⇒
ab−1 = h ∈ H =⇒ a ≡ b(mod H).

2. a ≡ b(mod H) =⇒ a = hb un b = h−1a, kur h ∈ H =⇒
b ∈ Ha =⇒ RH(a) ⊆ Ha.
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b ∈ Ha =⇒ b = h′a =⇒ ab−1 = h′−1 ∈ H, a ≡ b(mod H) =⇒
Ha ⊆ RH(a). ¥

1.1. piez̄ıme. Elements a ir blakusklašu aH un Ha pārstāvis. Vienai
blakusklasei var būt vairāki pārstāvji.

1.2. piemērs. Vektoru grupa.

1.3. Lagranža teorēma

1.3. teorēma. G, H ≤ G. ∀ a ∈ G ∃ bijekt̄ıvas funkcijas{
fR : H → Ha
fL : H → aH.

PIERĀDĪJUMS Apskat̄ısim tikai fR.

Definēsim fR : H → Ha ar nosac̄ıjumu

fR(h) = ha.
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Pierād̄ısim, ka fR ir bijekt̄ıva funkcija.

Sirjektivitāte ∀ ha ∈ Ha izpildās ha = fR(h).

Injektivitāte fR(h1) = fR(h2) =⇒ h1a = h2a =⇒ h1 = h2. ¥

1.2. piez̄ıme. |G| < ∞ =⇒ ∀Ha izpildās |Ha| = |aH| = |H|.

1.4. teorēma. (Lagranža teorēma) |G| < ∞, H ≤ G =⇒ |H| | |G|.

PIERĀDĪJUMS Tā kā visām labajām blakusklasēm mod H ele-
mentu skaits ir vienāds un blakusklases veido G sadal̄ıjumu, tad

|G| = |H|k, kur k ir blakusklašu skaits.¥

Gal̄ıgā grupā G blakusklašu skaitu sauc par H indeksu [G : H].

1.5. teorēma. G ir gal̄ıga grupa
1. ord(a) = n =⇒ n | |G|.
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2. ∀ a izpildās a|G| = e.

PIERĀDĪJUMS
1. 〈a〉 ≤ G =⇒ |〈a〉| | |G|.

2. ord(a) = n =⇒ |G| = nq =⇒
a|G| = anq = (an)q = eq = e.¥

1.6. teorēma. |G| = p ir pirmskaitlis =⇒
1. G nav netriviālu apakšgrupu,
2. G ir cikliska grupa,
3. G ' Z/pZ.

PIERĀDĪJUMS
1. Seko no Lagranža teorēmas.

2. g 6= e =⇒ 〈g〉 = G.

3. Seko no teorēmas par cikliskajām grupām. ¥
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2. Normālās apakšgrupas un faktorizācija

2.1. Normālās apakšgrupas

2.1. piemērs. Atcerēsimies kongruences ı̄paš̄ıbu veselo skaitļu un
polinomu teorijā:

{
a ≡ b(mod m)
a′ ≡ b′(mod m) =⇒ a + a′ ≡ b + b′(mod m).

Š̄ı ı̄paš̄ıba ļauj korekti definēt operāciju kongruences klašu kopa un
dabiskā projekcija

π : Z→ Z/mZ
ir grupu homomorfisms.

Ja grupa nav komutat̄ıva, tad š̄ı ı̄paš̄ıba var neizpild̄ıties.

Grupas G apakšgrupu N sauksim par normālu apakšgrupu (nor-
mālu dal̄ıtāju, N E G), ja ∀a ∈ G :

Na = aN.
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Ja grupai nav netriviālu normālu apakšgrupu, tad to sauc par
vienkāršu grupu.

2.2. piemērs. ∀ G apakšgrupas {e} un G ir normālas. Ja G ir ko-
mutat̄ıva, tad katra apakšgrupa ir normāla.

2.1. teorēma. N E G.{
a ≡ b(mod N)
a′ ≡ b′(mod N) =⇒ aa′ ≡ bb′(mod N).

(abām kongruencēm)

PIERĀDĪJUMS No kongruences seko{
ab−1 = h ∈ N
a′b′−1 = h′ ∈ N

=⇒ (aa′)(bb′)−1 = aa′b′−1b−1 = ah′b−1.

Na = aN =⇒ ∃ h′′ ∈ N : ah′ = h′′a =⇒
(aa′)(bb′)−1 = ah′b−1 = h′′ab−1 = h′′h ∈ N.

Seko, ka aa′ ≡ bb′(mod N). ¥
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2.2. teorēma. Sekojošie apgalvojumi ir ekvivalenti:
1. N E G;

2. ∀a ∈ G : a−1Na ⊆ N ;

3. ∀a ∈ G : a−1Na = N .

PIERĀDĪJUMS Pierād̄ısim apgalvojumu ekvivalenci ar ciklisko
metodi.

1. =⇒ 2. Apskat̄ısim elementu a−1ha patvaļ̄ıgam h ∈ N :

a−1ha = (h−1a)−1a.

Na = aN =⇒ ∃ h′ ∈ N : ah′ = h−1a =⇒
a−1ha = (h−1a)−1a = (ah′)−1a = h′−1a−1a = h′−1 ∈ N.

2. =⇒ 3. Ir jāpierāda, ka N ⊆ a−1Na. Dots, ka h′ ∈ N , jāpierā-
da, ka ∀ a ∈ G : a−1h′a ∈ N .
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h′ ∈ N =⇒
h′ = a−1ah′a−1a = a−1 (ah′a−1)︸ ︷︷ ︸

∈N

a = a−1h′′a ∈ a−1Na.

3. =⇒ 1. Jāpierāda, ka ∀ h ∈ N ∃ h′ ∈ N : ha = ah′ un h′′ ∈
N : ah = h′′a.

Dots, ka a−1ha = h′ ∈ N =⇒ ha = ah′. Dots, ka h =
a−1h′′a =⇒ ah = h′′a. ¥

2.2. Faktorgrupas

N E G. Apz̄ımēsim labo blakusklašu kopu ar G
/

N . Tādējādi

G
/

N elementi ir apakškopas formā Na. Varam mēǧināt definēt
operāciju labo blakusklašu kopā šādi:

(Na)(Nb) = N(ab).
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Citiem vārdiem sakot, izvēlamies no katras blakusklases vienu
pārstāvi, veicam ar tiem operāciju un definējam rezultāta blakusklasi
kā blakusklašu operācijas rezultātu.

Katrs no kopas Na elementiem var tikt izvēlēts a vietā kā blakus-
klases pārstāvis.

Jautājums ir, vai š̄ı operācija ar blakusklasēm ir korekti definēta -
nav atkar̄ıga no klases pārstāvju izvēles.

2.3. teorēma. N E G.{
Na = Nb
Na′ = Nb′ =⇒ N(aa′) = N(bb′).

PIERĀDĪJUMS No iepriekšējām teorēmām seko, ka{
a ≡ b(mod N)
a′ ≡ b′(mod N) =⇒ aa′ ≡ bb′(mod N) =⇒ Naa′ = Nbb′.¥
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2.4. teorēma. N E G =⇒ G
/

N ir grupa ar definēto operāciju.

PIERĀDĪJUMS Ir jāpārbauda, ka ir spēkā grupas aksiomas.

Asociativitāte ∀a, b, c ∈ G izpildās

(
(Na)(Nb)

)
(Nc) = N(ab)Nc = N

(
(ab)c

)
=

N
(
a(bc)

)
= (Na)N(bc) = (Na)

(
(Nb)(Nc)

)
.

Vien̄ıbas elements ∀a ∈ G izpildās{
(Na)(Ne) = N(ae) = Na
(Ne)(Na) = N(ea) = Na.

Seko, ka Ne ir vien̄ıbas elements.

Inversā elementa eksistence ∀a ∈ G izpildās

(Na)(Na−1) = N(aa−1) = Ne =⇒ (Na)−1 = Na−1.¥
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17

Grupu G
/

N sauc par faktorgrupu G mod N .

2.3. piemērs. Atlikumu klašu grupa.

Ja G = Σ3 un |N | = 3, tad G
/

N ' Z/2Z.
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3. 4.mājasdarbs

3.1. Obligātie uzdevumi

4.1 Aprakstiet labās blakusklases grupai G = Σ3 attiec̄ıbā uz apakš-
grupu H = {e, (123), (132)}.

4.2 Grupa G satur apakšgrupas ar 2010 un 2011 elementiem. Ir
zināms, ka |G| ≤ 222. Kāds var būt |G|? (Norād̄ıjums: izman-
tojiet Lagranža teorēmu)

4.3 Pierādiet, ka H E G, ja G = GL(n,R) un H = SL(n,R).

4.4 Dots, ka N,N ′ E G un N ∩N ′ = {e}. Pierād̄ıt, ka ∀ a ∈ N un
∀ b ∈ N ′ izpildās ab = ba.

4.5 Pieņemsim, ka G ir visu to reālo matricu kopa, kas ir formā



1 x y
0 1 z
0 0 1



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(a) Pierādiet, ka G ir grupa ar matricu reizināšanas operāciju,
atrodiet vien̄ıbas elementu un inversos elementus.

(b) Atrodiet Z(G), pierādiet, ka Z(G) ' (R,+).
(c) Pierādiet, ka G/Z(G) ir izomorfa plaknes vektoru kopai ar

saskait̄ı̌sanas operāciju.

3.2. Paaugstinātas grūt̄ıbas un pētnieciska rakstu-
ra uzdevumi

4.6 G ir gal̄ıga grupa, H ≤ G. Pierād̄ıt, ka eksistē elementi a1, ..., an,
n = |G|/|H| tādi, ka a1H, ..., anH ir kreiso blakusklašu kopa un
Ha1, ...,Han ir labo blakusklašu kopa. Citiem vārdiem sakot,
eksistē kop̄ıga H blakusklašu pārstāvju sistēma.

4.7 G - grupa, H, K ≤ G. Definēsim (H, K)-divkāršo blakusklasi

HaK = {g
∣∣∣g = hak, h ∈ H, k ∈ K}.

Pierād̄ıt, ka (H,K)-divkāršās blakusklases veido G sadal̄ıjumu.
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