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Lekcijas merkis:
e apgit kongruences, blakusklasu un faktorgrupas jedzienu

Lekcijas kopsavilkums:
e var visparinat atlikumu operacijas uz patvaligu grupu gadijumu
un ieviest faktorgrupas jedzienu.

Svarigakie jedzieni: labeja un kreisa kongruence, labas un krei-
sas blakusklases, normala apaksgrupa, faktorgrupa.

Svarigakie fakti un metodes: kongruencu ekvivalences 1pasiba,
blakusklasu 1pasibas, Lagranza teorema, kongruencu un blakusklasu
1pasibas normalajam apakSgrupam, blakusklasu operacijas korektums
un 1pasibas

Saturs Sakums Beigas J 1 Atpakal Aizvert Pilns ekrans



1. Kongruences un blakusklases

1.1. Kongruence
1.1. piemers. Atcerésimies kongruences veselo skaitlu teorija:

a =b(mod m) <= a—b=mq e mZ.

Sie jedzieni attiecas uz komutativam grupam un ir doti aditivaja
pieraksta. Visparinasim Sos jedzienus uz visparigu (ne obligati komu-
tativu) grupu gadijumu izmantojot multiplikativo pierakstu:

e aditivajam pierakstam a — b var atbilst divi multiplikativie pie-

raksti: ab~! un b~ la,

e var secinat, ka bus divi kongruences jedzieni.

G - grupa, H < G. G elementi a un b ir
e labgji kongruenti mod H (a = b(mod H)), ja ab™! € H;
e kreisi kongruenti mod H (a = b(mod H)), ja b~'a € H.
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Izmantosim apziméjumu a = b(mod H), ja nav svarigi, kada no
kongruencem ir domata.

1.1. teorema. V H < G abas kongruences ir ekvivalences attiecibas.

PIERADIJUMS Japierada, ka kongruence ir refleksiva, simetriska
un tranzitiva. Apskatisim tikai labgjo kongruence, kreisa tiek pieradita
lidzigi.

Refleksivitate
VaeG: aa ' =e€ H = a=a(mod H).
Simetrija

a=b(mod H) = ab~! € H. H ir apaksgrupa —>
(ab)"t=ba"' € H = b=a(mod H).

Tranzitivitate
a=b (mod H) ab-'=he H
b=c (mod H) be! =1 € H.
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H ir apakigrupa —> hh' =ab 'bc ' =ac™' €¢ H
— a=c¢(mod H). A

1.2. Blakusklases

Katrai H < G ir defineti divi sadaljjumi ekvivalences klases - labas
un kreisas blakusklases mod H.

Divas blakusklases (ka ekvivalences klases) vai nu pilnigi sakrt,
vai arl tam nav kopigu elementu.

Elementa a € G labgja (kreisa) blakusklase mod H ir to G ele-
mentu apakskopa, kas ir labgji (kreisi) kongruenti ar a mod H -
Ry(a) = {b € Gla =b(mod H)}
Ly(a) ={b€ Gla=b(mod H)}.

1.2. teorema.
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1. a =b(mod H) <= Ha = Hb,
a=b(mod H) <= aH =bH.
2. Ry(a) = Ha un Ly(a) = aH.

PIERADIJUMS Apskatisim tikai labejo kongruenci.

— a = hb
1. a=b(mod H) = { b— h-lg kur h € H.
V h' € H izpildas
h'a = h'hb Ha C Hb _
{ Wb=hh"la { HbC Ha - Ho=Hb

Hao=Hb — JheH: a=hb =
ab' =hec H — a=b(mod H).

2. a=bmod H) = a=hbunb=h"ta,kar h€ H =
be Ho = Rp(a) C Ha.
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be Ho = b=h'a = ab"'=HW"1€ H, a=bmod H) =
Ha C Ry(a). R

1.1. piezime. Elements a ir blakusklasu a H un Ha parstavis. Vienai
blakusklasei var buit vairaki parstavji.

1.2. piemers. Vektoru grupa.

1.3. Lagranza teorema
1.3. teorema. G, H < G. V a € G 3 bijektivas funkcijas

fr:H— Ha
fr:H— aH.

PIERADIJUMS Apskatisim tikai fg.

Definesim fr : H — Ha ar nosacijumu
fr(h) = ha.
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Pieradisim, ka fg ir bijektiva funkcija.

Sirjektivitate V ha € Ha izpildas ha = fr(h).

Injektivitate fr(h1) = fr(he) = hia = hsa = hy = hy. B
1.2. piezime. |G| < oo = VHa izpildas |Ha| = |aH| = |H|.
1.4. teoréma. (Lagranza teoréma) |G| < co, H < G = |H|||G|.

PIERADIJUMS Ta ka visam labajam blakusklasem mod H ele-
mentu skaits ir vienads un blakusklases veido G sadalijumu, tad

|G| = |H|k, kur k ir blakusklasu skaits.l

Galiga grupa G blakusklasu skaitu sauc par H indeksu [G : H].

1.5. teorema. G ir galiga grupa
1. ord(a) =n = n||G].
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2. V a izpildas alC! = e.

PIERADIJUMS

L (a) <G = [{a)| | |G].

2. ord(a) =n = |G| =nq —

alGl =g = (a")=el=cl

1.6. teoréma. |G| = p ir pirmskaitlis =

1. G nav netrivialu apaksgrupu,

2. G ir cikliska grupa,

3. G~1Z/pZ.

PIERADIJUMS
1. Seko no Lagranza teorémas.

2.9g#e = (g9)=G.

3. Seko no teoremas par cikliskajam grupam. B
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2. Normalas apaksgrupas un faktorizacija

2.1. Normalas apaksgrupas

2.1. piemers. Atceresimies kongruences 1pasibu veselo skaitlu un
polinomu teorija:

{ a = b(mod m)

a’ = b'(mod m) — a+ad =b+V(mod m).

St 1padiba lauj korekti definét operaciju kongruences klasu kopa un
dabiska projekcija

w:Z— Z/mZ
ir grupu homomorfisms.

Ja grupa nav komutativa, tad §1 1pasiba var neizpildities.

Grupas G apaksgrupu N sauksim par normalu apaksgrupu (nor-
malu dalitaju, N <G), jaVa € G :
Na = aN.
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Ja grupai nav netrivialu normalu apaksgrupu, tad to sauc par
vienkarsu grupu.

2.2. piemeérs. V G apaksgrupas {e} un G ir normalas. Ja G ir ko-
mutativa, tad katra apaksgrupa ir normala.

2.1. teorema. N < G.

a = b(mod N) b
{ a’Eb’(mod N) = ad’ = bb' (mod N).

(abam kongruencém)

PIERADIJUMS No kongruences seko

-1
{ Z?b'_l_—hlj éVN — (aa’)(bt')~! = aa’b'~1b~1 = ah/b~ .

Na=aN = IR €N: ah/ =h"a =
(aad ) (00 ) "t =ah'b™t =h"ab~t = h"h € N.
Seko, ka aa’ = bb'(mod N). B
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2.2. teoréma. Sekojosie apgalvojumi ir ekvivalenti:
1. N4G;
2. YVaeG:a"'NaCN;
3.YVa€ G:a 'Na=N.

PIERADIJUMS Pieradisim apgalvojumu ekvivalenci ar ciklisko
metodi.

1. = 2. Apskatisim elementu a~'ha patvaligam h € N:

a tha = (h™ta) ta.

Na=aN = IN eEN: ah/ =h"la =
a tha= (h"'a)ta=(ah)la=h""a"ta=Hn"" € N.

2. = 3. Ir japierada, ka N C a~'Na. Dots, ka b’/ € N, japiera-
da,kaVa€G: a'ha€ N.
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h'e N —
' =atahata=a""(ah'a )a=a"'h"a € a'Na.
——
eN

3. = 1. Japierada, ka Vhe NI h € N: ha=ah’ un b’ €
N: ah =h"a.

Dots, ka a™tha = b € N =— ha = ah’. Dots, ka h =
a'h"a = ah="h"a. N
2.2. Faktorgrupas

N < G. Apzimssim labo blakusklasu kopu ar G / N. Tadejadi

G / N elementi ir apakskopas forma Na. Varam meéginat definet
operaciju labo blakusklasu kopa sadi:

(Na)(Nb) = N(ab).
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Citiem vardiem sakot, izvelamies no katras blakusklases vienu
parstavi, veicam ar tiem operaciju un definéjam rezultata blakusklasi
ka blakusklasu operacijas rezultatu.

Katrs no kopas Na elementiem var tikt izvelets a vieta ka blakus-
klases parstavis.

Jautajums ir, vai $T operacija ar blakusklasém ir korekti definéta -
nav atkariga no klases parstavju izveles.

2.3. teorema. N < G.

{ Na = Nb

Na — Ny N(aad") = N(bb').

PIERADIJUMS No ieprieksejam teoremam seko, ka

a = b(mod N) P , ,
{ o =¥ (mod N) = aa’ =bb'(mod N) = Naad' = Nbb' R
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2.4. teorema. N 4G = G/N ir grupa ar definéto operaciju.

PIERADIJUMS Ir japarbauda, ka ir speka grupas aksiomas.

Asociativitate Va, b, c € G izpildas
((Na)(Nb)) (Ne¢) = N(ab)Ne = N((ab)c) -
N(a(bc)) — (Na)N(be) = (Na)((Nb)(Nc)).

Vienibas elements Va € G izpildas

{ (Na)(Ne) = N(ae) = Na
(Ne)(Na) = N(ea) = Na.

Seko, ka Ne ir vienibas elements.

Inversa elementa eksistence Va € G izpildas
(Na)(Na™') = N(aa™') = Ne = (Na)™'=Na" 'R
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Grupu G / N sauc par faktorgrupu G mod N.
2.3. piemers. Atlikumu klasu grupa.

Ja G =X3 un |N|=3,tadG/NQZ/QZ.
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3. 4.majasdarbs

3.1. Obligatie uzdevumi

4.1 Aprakstiet labas blakusklases grupai G = X3 attieciba uz apaks-
grupu H = {e, (123), (132)}.

4.2 Grupa G satur apaksgrupas ar 2010 un 2011 elementiem. Ir
zinams, ka |G| < 2?2, Kads var but |G|? (Noradijums: izman-
tojiet Lagranza teorému)

4.3 Pieradiet, ka H 4G, ja G = GL(n,R) un H = SL(n,R).

4.4 Dots, ka NN’ <G un NN N’ = {e}. Pieradit, ka Va € N un
Vb e N’ izpildas ab = ba.

4.5 Pienemsim, ka G ir visu to realo matricu kopa, kas ir forma

1z |y
0]1]=
0]0]1
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(a) Pieradiet, ka G ir grupa ar matricu reizinasanas operaciju,
atrodiet vienibas elementu un inversos elementus.

(b) Atrodiet Z(G), pieradiet, ka Z(G) ~ (R, +).

(¢) Pieradiet, ka G/Z(@G) ir izomorfa plaknes vektoru kopai ar
saskaitiSanas operaciju.

3.2. Paaugstinatas gritibas un pétnieciska rakstu-
ra uzdevumi

4.6 G ir galiga grupa, H < (. Pieradit, ka eksisté elementi a, ..., an,
n = |G|/|H| tadi, ka a1 H, ..., a, H ir kreiso blakusklagu kopa un
Hay,...,Ha, ir labo blakusklagu kopa. Citiem vardiem sakot,
eksiste kopiga H blakusklasu parstavju sistéma.

4.7 G - grupa, H, K < G. Definésim (H, K)-divkarso blakusklasi
HaK = {g|g = hak,h € H,k € K}.

Pieradit, ka (H, K)-divkarsas blakusklases veido G sadalijumu.
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